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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propues-
tos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo se corregirán los 
5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de 
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. Se permite el uso de calculadoras 
no programables (que no admitan memoria para texto ni representaciones gráficas). Se 
observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los con-
ceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que 
se trata de resolver. Justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las 
propuestas. Claridad y coherencia en la exposición. Precisión de los cálculos y en las 
anotaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que 
puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
 
 

1º) �) Discutir el sistema �� − � + � = 0  2� + � − � = 0� + � + � = 0 según los valores del parámetro . 

�) Resolverlo para  = −1. 
----------  �)  

 La matriz de coeficientes es � = �1 −1 12 1 −11 1  �. 

 
 Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efectos de rango, las matrices de 
coeficientes y ampliada son equivalentes. 
 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de  es el siguiente: 
 

 |�| = �1 −1 12 1 −11 1  � =  + 2 + 1 − 1 + 1 + 2 = 0;   3 = −3;    = −1.  

 
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, un sistema es compatible determinado 
cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al 
número de incógnitas; en el caso que nos ocupa el número de incógnitas es tres, por lo 
cual: 



����  ≠ −1 ⇒ ���� � = 3 = �º �� ó�. ⇒ #. $. %. 

 ����  = −1 &' (�()&*� )�&�& ú�� �*&�)& '� (,'- �ó� )��.��' � = � = � = 0. 

 

����  = −1 ⇒ � = �1 −1 12 1 −11 1 1 � ⇒ /1 −12 1 / ≠ 0 ⇒ ���� � = 2. 

 ����  = −1 ⇒ ���� � = 2 < �º �� ó�. ⇒ #. $. 1. 

 �)  

 Para  = −1 el sistema resulta �� − � + � = 0  2� + � − � = 0� + � − � = 0  , que es compatible indetermi-

nado. Para su resolución se elimina una ecuación (tercera).  
 

Haciendo � =  ⇒ � − � = −2� + � =  2 ⇒ 3� = 0;   � = 0;   � = . 

 #,'- �ó�: � = 0, � = , � = , ∀ ∈ �. 

 
********** 

  



2º) Sea la matriz 7 = 8� − 1 01 −19: 

 �) Determinar los valores de � para los que la matriz 7: tiene inversa. 
 �) Para � = 2, hallar la matriz ; que verifica la ecuación 7; + 7 = 21, siendo 1 la 
matriz identidad de orden 2. 

---------- �)  

 7: = 7 · 7 = 8� − 1 01 −19 · 8� − 1 01 −19 = 8�: − 2� + 1 0� − 2 19. 

 
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero: 
 

 |7:| = /�: − 2� + 1 0� − 2 1/ = �: − 2� + 1 = =� − 1): = 0 ⇒ � = 1. 

 >� *�)��� 7: &( ��.&�)��'& ∀� ∈ � − ?1@. 
 �)  

Para � = 2 es 7 = 81 01 −19. 

 7 · ; + 7 = 21;   7 · ; = 21 − 7;  7AB · 7 · ; = 7AB · =21 − 7);  
 1 · ; = 7AB · =21 − 7) ⇒ ; = 7AB · =21 − 7). 
 

 21 − 7 = 82 00 29 − 81 01 −19 = 8 1 0−1 39. 

 

|7| = /1 01 −1/ = −1;  7C = 81 10 −19 ;   7DE. D& 7C = 8−1 0−1 19. 

 

 7AB = FGH.GI FJ
|F| = 8AB KAB B9

AB  ⇒  7AB = 81 01 −19. 

 

 ; = 7AB · =21 − 7) = 81 01 −19 · 8 1 0−1 39 ⇒ ; = 81 02 −39. 

 
********** 

  



3º) �) Hallar la recta � perpendicular al plano L ≡ � + � + � = 1 que pasa por el punto  7=0, 0, 0).  
 �) Calcular la ecuación del plano N respecto del cual los puntos �=1, 1, 1) y � O=1, 3, −1) son simétricos. 

---------- �)  
 El vector normal del plano L ≡ � + � + � = 1 es �P⃗ = =1, 1, 1). 
 
 El vector director de la recta pedida, �, es cualquiera que sea linealmente depen-
diente del vector normal del plano: .RPPP⃗ = =1, 1, 1). 

 La expresión de � dada por unas ecuaciones paramétricas es: � ≡ �� = � = � = . 

�)  
 El punto medio del segmento de extremos � � O es �=1, 2, 0). 
 
 Los puntos �=1, 1, 1) y � O=1, 3, −1) determinan el vector: 
 
 �OPPPPP⃗ = SOPPPPPP⃗ − S�PPPPP⃗ = T=1, 3, −1) − =1, 1, 1)U = =0, 2, −2). 
 
 El haz de planos V perpendiculares a la recta que contiene a los puntos � � O 
tiene como vector normal a cualquier vector que sea linealmente dependiente del vector �OPPPPP⃗ , por ejemplo: �P⃗ = =0, 1, −1). 
 
 La expresión general del haz V es la siguiente: V ≡ � − � + % = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz V, el plano N que contiene al punto �=1, 2, 0) es 
el que satisface su ecuación: 
 V ≡ � − � + % = 0                 �=1, 2, 0)2 ⇒ 2 − 0 + % = 0;   % = −2 ⇒  N ≡ � − � − 2 = 0. 

 
********** 

  



4º) Dada la recta � ≡ WXB
AB = YA:

B = Z
A: y el punto �=0, 0, 0), hallar la ecuación del plano L que contiene a � y pasa por el punto �. 

 
---------- 

 
 Un punto y un vector director de � son 7=−1, 2, 0) y �P⃗ = =1, −1, 2). 
 
 Los puntos �=0, 0, 0) y � 7=−1, 2, 0) determinan el vector �7PPPPP⃗ = =−1, 2, 0). 
 
 El plano L tiene como vectores directores �P⃗ = =1, −1, 2) y �7PPPPP⃗ = =−1, 2, 0) y 
contiene al punto �=0, 0, 0); su expresión general es las siguiente: 
 

 L[�; �P⃗ , �7PPPPP⃗ \ ≡ ] � � �1 −1 2−1 2 0] = 0; −2� + 2� − � − 4� = 0 ⇒ 

 ⇒  L ≡ 4� + 2� − � = 0. 

********** 
  



5º) Representar la función _=�) = &=W`), determinando antes sus intervalos de creci-
miento y decrecimiento, sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y conve-
xidad y sus asíntotas. 

---------- 
 
 La función _=�), por ser exponencial, tiene por dominio al conjunto de los nú-
meros reales. Teniendo en cuanta que _=−�) = &T=AW)U` = &=W`) = _=�), la función es 
simétrica con respecto al eje de ordenadas. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 
 _a=�) = 2� · &=W`).  _a=�) = 0 ⇒ 2� · &=W`) = 0;   � = 0. 
 %& �& �*�&�),: _a=�) < 0 ⇒ �b=−∞, 0). 

 $�& �*�&�),: _a=�) > 0 ⇒ �b=0, +∞). 
 
 Para que una función tenga un extremo relativo en un punto es condición nece-
saria que se anule su primera derivada en ese punto. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 
 _aa=�) = 2 · &=W`) + 2� · 2� · &=W`) = 2 · &=W`) · =1 + 2�:). 
 
 _aa=0) = 2 · &=K`) · =1 + 2 · 0:) = 2 · 1 · 1 = 2 > 0 ⇒ �í��*, f��� � = 0. 
 
 _=0) = &=K`) = &K = 1 ⇒ �í�. ⇒ �=0, 1). 
 
 Una función es cóncava =∩) o convexa =∪) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente. 
 

         _aa=�) = 2 · &=W`) · =1 + 2�:) ⇒ i &=W`) > 0, ∀� ∈ �1 + 2�: > 0, ∀� ∈ � ⇒ _aa=�) > 0, ∀� ∈ �. 

 >� _-� �ó� _=�) &(  ,�.&�� =∪) &� (- D,*���,. 

 
 Como quiera que una función tiene un punto de inflexión cuando pasa de ser 
cóncava a convexa o viceversa, _=�) �, )�&�& f-�),( D& ��_'&��ó�. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma � = j y son los valores finitos de la fun-
ción cuando � tiende a más o menos infinito. 



       j = limW→±p _=�) = limW→±p &=W`) = &p = ∞ ⇒ q, )�&�& �(í�),)�( ℎ,���,�)�'&(. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacen que la función tienda 
a infinito o menos infinito. _=�) tiende a infinito únicamente cuando � tiende a infinito, 
por lo cual: _=�) �, )�&�& �(í�),)�( .&�)� �'&(. 

 
Las asíntotas oblicuas son de la forma � = *� + �, siendo: 

 

* = limW→p
s=W)

W   y  � = limW→pT_=�) − *�U, con * finito y * ≠ 0. 

 

 * = limW→p
s=W)

W = limW→p
I[t`\

W = p
p ⇒ 1�D. ⇒ ?>′v,f�)�'@ ⇒ limW→p

:W·I[t`\
B = p

B = 

 = ∞ ⇒  _=�) �, )�&�& �(í�),)�( ,�'� -�(. 

 
 Son puntos de la función 7=−1, &). w=1, &), $=−2, &x), %=2, &x). 
 
 Con los datos anteriores puede hacerse una representación bastante aproximada 
de la función, que es la indicada en la figura adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
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6º) Calcular: limW→K
ItAWA{|} =~W)

}I�` W .  

---------- 
 

 limW→K
ItAWA{|} =~W)

}I�` W = I�AKA{|} K
}I�` K = BAB

K = K
K ⇒ 1�D. ⇒ ?>′v,f�)�'@ ⇒ 

 

⇒ limW→K
ItABX~·}I� =~W)

:·}I� W·��� W = limW→K
ItABX~·}I� =~W)

}I� :W = I�ABX~·}I� K
}I� K = BAB

K = K
K ⇒ 1�D. ⇒  

 

⇒ ?>′v,f�)�'@ ⇒ limW→K
ItX~·~·{|} =~W)

:·{|} :W = I�X�·{|} K
:·{|} K = BX�·B

:·B ⇒ limW→K
ItAWA{|} =~W)

}I�` W = 5. 

 
********** 

  



7º) �) Dadas las funciones _=�) = �:, �=�) = −�: + 8, hallar los valores � ∈ � para 
los que �=�) ≥ _=�). 
 �) Calcular el área limitada por las gráficas de las funciones _=�) � �=�). 

----------  �)  
 Las funciones _=�) y �=�) son pares por ser _=−�) = _=�) y �=−�) = �=�), por lo cual, ambas son 
simétricas con respecto al eje de ordenadas. 
 

Los puntos de corte de las dos funciones tienen por 
abscisas las raíces de la ecuación que resulta de la iguala-
ción de sus expresiones: 
 _=�) = �=�) ⇒ �: = −�: + 8;   2�: = 8;   

 

�: = 4 ⇒ i�B = −2 → 7=−2, 4)�: = 2 → w=2, 4)   . 

 
La función _=�) = �: es una parábola convexa =∪) cuyo vértice es S=0, 0). 

Otros  puntos de la parábola son 7=−2, 0) y w=2, 4). 
 
 La función �=�) = −�: + 8 es una parábola cóncava =∩) por ser negativo el 
coeficiente de �: cuyo vértice es el punto $=0, 8). Otros puntos de la parábola son 7=−2, 4) � w=2, 4). 

 
 La representación gráfica de la situación se expresa, de forma aproximada, en la 
figura adjunta, donde se observa que �=�) ≥ _=�), ∀� ∈ T−2, 2U. 
 �)  
 Para el cálculo del área pedida se tiene en cuenta la simetría de ambas funciones 
y que en el intervalo correspondiente a la superficie a calcular, =−2, 2), todas las orde-
nadas de �=�) son mayores que las correspondientes ordenadas de _=�), por lo cual, 
la superficie a calcular es la siguiente: 
 

 # = 2 · � T�=�) − _=�)U · D�:K = 2 · � T=−�: + 8) − �:U · D�:K = 
 

= 2 � =−2�: + 8) · D�:K = 2 · �− :W�
~ + 8��K

: = 2 · �8− :·:�
~ + 8 · 29 − 0� =   

 = − ~:
~ + 32 = A~:X��

~ = �x
~ . 

# = �x
~  -: ≅ 21,33 -:. 

 
********** 
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8º) Hallar los valores de �, � �   para los que el polinomio �=�) = ��: + �� +   cum-
pla las siguientes condiciones:  
 
 --- �=0) = 1. 
 
 --- La pendiente de la recta tangente a la gráfica de �=�) en � = 0 es * = 1. 
 

 --- � �=�):K · D� = 12. 
---------- 

 
 �=0) = 1 ⇒ �=0) = � · 0: + � · 0 +  = 1 ⇒  = 1. 
 

Para � = 0 es �=0) = 1, por lo cual el punto de tangencia es �=0, 1). 
 
 La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor 
de la derivada en ese punto.  
 
 �a=�) = 2�� + � ⇒ �a=0) = 1 ⇒ 2� · 0 + � = 1 ⇒ � = 1 
 
 El polinomio resulta �=�) = ��: + � + 1. 
 

 � �=�):K · D� = 12 ⇒ � =��: + � + 1):K · D� = 12;  ��W�
~ + W`

: + ��K
: = 12; 

 

��·:�
~ + :`

: + 2� − 0 = 12;  ��
~ + 2 + 2 = 12;  ��

~ = 8 ⇒ � = 3.  

 
********** 

  



9º) En un club deportivo, el 55 % de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre 
los socios, el 60 % de los hombres practica la natación, así como el 40 % de las mujeres. 
 �) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un 
socio elegido al azar practique la natación.  
 �) Sabiendo que una persona practica la natación, ¿cuál es la probabilidad de que sea 
mujer? 

---------- �)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 � = �=q) = �=v ∩ q) + �=� ∩ q) = �=v) · �=q/v) + �=�) · �=q/�) = 
 = 0,55 · 0,6 + 0,45 · 0,4 = 0,330 + 0,180 = 0,510. 
 �)  

 �=�/q) = �=�∩�)
�=�) = �=�)·�=�/�)

�=�) = K,x�·K,x
K,�BK = K,B�K

K,�BK = 0,3529. 

 
********** 
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10º) El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar 
cierta enfermedad sigue una distribución normal de media 20 y de desviación típica 4. 
 �) ¿En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos? 
 �) ¿Cuántos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 
96,41 % de los test? 

---------- �)  %�),(:  � = 20;   � = 4. 
 ; → q=�;  �) = q=20, 4).  Tipificando la variable: � = �A:K

x . 

 

� = �=16 < ; < 26) = � 8B�A:K
x ≤ � ≤ :�A:K

x 9 = � 8Ax
x ≤ � ≤ �

x9 =  

 = �=−1 ≤ � ≤ 1,5) = �=� ≤ 1,5) − T1 − �=� ≤ 1)U =  
 = �=� ≤ 1,5) − 1 + �=� ≤ 1) = 0,9333 − 1 + 0,8413 = 1,7746 − 1 = 0,7746. 

 �)  

 �=; ≤ �) = 0,9641 ⇒ � 8� ≤ �A:K
x 9 = 0,9641. 

 
 Buscando en la tabla q=0, 1) a la inversa, a 0,9641 le corresponde 1,8: 
 

 
�A:K

x = 1,8;   � − 20 = 7,2 ⇒ � = 27,2. 

 #,� �& &(���,( 27,2 *��-),(. 
 

********** 
 


