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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberá responder a una sola de las dos 
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuación de las dos cuestiones de cada 
bloque es la misma.  
 
BLOQUE 1 
 
1º) a ) Definir a qué se llama rango de una matriz. 
 

b ) Encontrar, en función de los valores de a, el rango de la matriz 
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---------- 
a ) 
 
 Todas las matrices, mediante transformaciones elementales, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.  
 
 Una matriz escalonada es aquella en la cual, si tiene filas nulas están situadas en 
la parte inferior de la matriz y, en las filas no nulas, el primer elemento distinto de cero 
de una fila está situado más a la derecha que el primer elemento diferente de cero de la 
fila superior. 
 
 El rango de una matriz escalonada es el número de filas no nulas. 
 
 El rango de una matriz A es el rango de una matriz escalonada equivalente a A. 
 
 También puede definirse el rango de una matriz por su determinante, para lo cual 
es necesario definir menor de orden k de una matriz que es el determinante de cualquier 
submatriz cuadrada de orden k que se puede formar con los elementos de la matriz. 
 
 El rango de una matriz A es el orden del mayor menor que puede formarse que 
sea distinto de cero. 
 



 
b ) 

 Para determinar el rango de 
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 estudiamos sistemáticamente las 

distintas columnas: 
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2º) Determinar un vector 3Rdev , sabiendo que: 
 
   ---  La suma de sus coordenadas es 3. 
 
   ---  v  es combinación lineal de los vectores ( ) ( )0,1,12,2,2 −== wyu . 
 
   ---  Los vectores ( ) ( ) vybya 0,1,01,0,1 ==  son linealmente dependientes. 
 

---------- 
 
 Sea el vector pedido ( )zyxv ,,= . 
 
 Por la primera condición tiene que ser:   )1(3=++ zyx  

 
 De la segunda condición se deduce que el conjunto { }wuv ,,  tiene rango 2: 
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 Por último, de la tercera condición, rango de { } 2,, =bav : 
 

  )3(0;;0;;0

010

101 =−=−= zxxz

zyx

 

 
 De la ecuación (3) se deduce que x = z. Sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2): 
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BLOQUE 2 
 
1º) a ) Definición de parábola. 
 
b ) Encontrar la ecuación de la parábola que tiene por foco el punto F(-1, 1) y por direc-
triz la recta de ecuación 2−= xy . 

---------- 
a ) 
 Se define como parábola al lugar geométrico de los puntos del plano que equidis-
tan de un punto fijo, llamado foco, y de una recta llamada directriz. A la distancia del 
punto foco a la directriz se le llama parámetro. 
 
 La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco es el eje de la parábola y 
el punto de intersección del eje con la parábola se llama vértice. 
 
 El parámetro es el valor que determina las dimensiones de la parábola ya que, de 
la definición se deduce, todas las parábolas son semejantes. 
 
 
b ) 
 La representación gráfica de la parábola es la figura adjunta. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Por definición de parábola es:  PQFP = . 
 

( ) ( ) PQyxyxyyxxyxPQ =+−++=+−+++=−++= 222121211 222222  

 
 La distancia de un punto P(x, y) a una recta 0=++≡ CByAxr  viene dada por la 
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 Aplicando la fórmula al caso que nos ocupa: 
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2º) a ) Determinar la distancia del punto P(12, -1, 1) a la recta r que pasa por Q(1, 1, 1) 
y tiene como vector director ( )0,4,3=v . 
 
b ) Encontrar el punto (o puntos) de la recta r que (o determinan) junto con P y Q un 
triángulo de área 50 unidades cuadradas. 

 
---------- 

a ) 

 La recta r, expresada por unas ecuaciones paramétricas es: 
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 Sabiendo que la distancia de un punto a una recta es ( )
v

vQP
rPd

∧
=, , siendo 

Q un punto cualquiera de la recta y v  un vector director de la recta. 
 
 Un punto de r es Q(1, 1, 1) y un vector director puede ser ( )0,4,3=v .  
 
  ( ) ( ) ( )0,2,111,1,11,1,12 −=−−=−= QPQP . 
 
 Aplicando la fórmula: 
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b ) 
 
 Como puede observarse existen dos triángulos que cumplen la condición impues-
ta. Como la altura de los triángulos es de 10 unidades, para que el área sea de 50 unida-
des cuadradas, la base tiene que tener 10 unidades; o sea, que se trata de hallar los pun-
tos Q1 y Q2 de r que disten 10 unidades de Q. 
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 Los puntos de r son de la forma ( )1,41,311 λλ ++Q . 
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BLOQUE 3 
 

1º) Se considera la curva 
( )( )

1

21
2 +

−−=
x

xx
y . Se pide: 

 
a ) Dominio de definición y cortes con los ejes. 
 
b ) Asíntotas, cortes con las asíntotas y regiones. 
 
c ) Valores de x en los que la curva puede presentar máximos o mínimos relativos. 
 
d ) Representación aproximada. 
 

e ) Determinar, si existen, los valores de x en los que la función ( ) ( )( )
1

21
2 +

−−=
x
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xf  al-

canza el máximo y el mínimo absolutos, justificando la respuesta. 
 

---------- 
a ) 
 Por tratarse de una curva racional su dominio son todos los valores reales de x, 
excepto aquellos que anulen el denominador. Como Rxx ∈∀≠+ ,012 , el dominio de la 
curva es R. 
 
 Los puntos de corte con los ejes son: 
 
 Eje X:  ( )( ) ( ) ( )0,20,10;;1;;0210 11 ByAxxxxy ⇒===−−⇒=  

 

 Eje Y: 
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b ) 
 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 
 
 Asíntotas horizontales: Son los valores de y cuando x tienen a más infinito y a 
menos infinito: 
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 Asíntotas verticales: Son los valores de x que anulan el denominador. 
 
 No existen asíntotas horizontales. 
 
 Asíntotas oblicuas: Solamente tienen asíntotas oblicuas las curvas racionales cuyo 
numerador tiene por grado una unidad mayor que el denominador. 



 
 No existen asíntotas oblicuas. 
 
 Los cortes de la asíntota con la curva son las soluciones del sistema formado por 
las ecuaciones de ambas: 
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 Una región de una curva es la porción limitada entre dos líneas verticales, por lo 
cual, como no tiene asíntotas verticales, la curva carece de regiones. 
 
c ) 
 Los máximos y mínimos relativos son: 
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 Para que la función presente máximos o mínimos relativos es necesario que se 
anule la primera derivada: 
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 Los valores de x para los que pueden existir máximos y mínimos relativos de la 
curva son: 
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d ) 
 La representación aproximada de la función es la que sigue. 
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e )  
 Para determinar, si existen, los valores de x en los que la función 

( ) ( )( )
1

21
2 +

−−=
x

xx
xf  alcanza el máximo y el mínimo absolutos tenemos en cuenta la con-

tinuidad de la función en su dominio, que es R.  
 
 Por otra parte, la primera derivada admite solamente dos soluciones, lo que signi-
fica, necesariamente, que tiene un solo máximo y un solo mínimo, que son, en este caso, 
máximo absoluto y mínimo absoluto. 
 
 Lo anterior se puede observar claramente en la gráfica de la función. 
 

********** 



 
2º) Determinar las dimensiones de los lados y el área del rectángulo de área máxima 
que, teniendo uno de los lados sobre el diámetro, se puede inscribir en un semicírculo de 
2 metros de radio. 

---------- 
 
 Siendo a y 2b las dimensiones del rectángulo, 
su área es: 
 
 máximobaS ⇒= ·2  
 
 Del triángulo rectángulo más sombreado de la 

figura se deduce que: 
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 Justificación de que se trata de un máximo: 
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 El valor de la superficie es SubaS ==== 242·2·2·2  
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BLOQUE 4 
 
1º) Si f y g son funciones continuas y positivas en el intervalo [a, b], justificar, mediante 
argumentos geométricos, si las siguientes afirmaciones son ciertas. 
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Si alguna es falsa, poner un contraejemplo. 
 

---------- 
 

i ) ( ) Ciertadxxf
b

a

⇒≥∫ 0· . 

 
 La superficie existe en todos los casos, excepto 
en el caso de ser f(x) = 0, en cuyo caso será S = 0, que 
también se incluye en la condición. 
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valo [1, 2]. 
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2º) a ) Enunciar la Regla de Barrow. 
 
b ) Determinar el área comprendida entre las curvas xyexy == 2  y la recta que pa-
sa por los puntos A(2, 4) y B(4, 2).  

---------- 
 
a ) 
 El enunciado de la regla de Barrow es el siguiente:  
 

Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una función primiti-
va de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad: 

 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a
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b ) 
 
 La ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 4) y B(4, 2) es la siguiente: 
 

 ( ) ( ) ( ) mmABABv =−=−=⇒−=−=−== 1
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 Los puntos de corte de la recta con las curvas son los siguientes: 
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 Los puntos de corte de las dos curvas son: 
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 La representación gráfica de la situación se expresa en la gráfica adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 De la observación de la figura se deduce que el área pedida es la siguiente: 
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