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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro � y 

resuélvelo en los casos en que sea compatible: �� + 2� + 2� = 1                                  � + �� + 1�� − � = 1                         −2� − �2� + 2�� + ��� − 2�� = �. 

 
---------- 

 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = � 1 2 21 � + 1 −1−2 −2� − 2 �� − 2� y �′ = � 1 2 21 � + 1 −1−2 −2� − 2 �� − 2   11��. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = � 1 2 21 � + 1 −1−2 −2� − 2 �� − 2� =  

 = �� + 1���� − 2� + 2�−2� − 2� + 4 + 4�� + 1� + �−2� − 2� − 2��� − 2� =  
 = �� − 2� + �� − 2 − 4� − 4 + 4 + 4� + 4 − 2� − 2 − 2�� + 4 =  
  = �� − �� − 4� + 4 = 0.  
 
 Resolviendo por Ruffini: 
 �� = 1, �� = 2, �� = −2. 
 

���� � � ≠ 1� ≠ 2� ≠ −2� ⇒  �!" � =  �!" �# = 3 = !º &!'ó". ⇒ *. +. ,. 
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���� � = 1 ⇒ �# = � 1 2 21 2 −1−2 −4 −1   111� ⇒  �!". �′ ⇒ �+�, +�, +-� ⇒  

 

⇒ � 1 2 11 −1 1−2 −1 1� = −1 − 1 − 4 − 2 + 1 − 2 = −9 ≠ 0 ⇒  �!". �# = 3. 

 

���� � = 2 ⇒ �# = � 1 2 21 3 −1−2 −6 2     112� ⇒  �!". �′ ⇒ �+�, +�, +-� ⇒  

 

⇒ � 1 2 11 3 1−2 −6 2� = 6 − 6 − 4 + 6 + 6 − 4 = 4 ≠ 0 ⇒  �!". �# = 3. 

 ���� 0� = 1� = 21 ⇒  �!" � = 2;   �!" �# = 3 ⇒ *&3456� &!'768�4&9:5. 
 

���� � = −2 ⇒ �# = � 1 2 21 −1 −1−2 2 2     11−2� ⇒  �!". �′ ⇒ �+� = +-� ⇒  

 ⇒  �!". �# = 2. 
 ���� � = −2 ⇒  �!" � =  �!" �# = 2 < !º &!'ó". ⇒ *. +. <. 
 
 Se resuelve, en primer lugar, para =� ≠ 1, � ≠ 1, � ≠ −2>: 
 

�′ = � 1 2 21 � + 1 −1−2 −2� − 2 �� − 2   11�� ⇒ ? @� → @� − @�@� → @� + 2@�B ⇒  

 

⇒ �1 2 20 � − 1 −30 2 − 2� �� + 2   10� + 2� ⇒ =@� → @� + 2@�> ⇒  

 

⇒ �1 2 20 � − 1 −30 0 �� − 4   10� + 2� ⇒ 0@� → �CD� @�1 ⇒ �1 2 20 � − 1 −30 0 � − 2   101� ⇒   

 ⇒ �� − 2�� = 1 ⇒ � = �CE�. �� − 1�� − 3� = 0 ⇒ � = �FCE� = ��CE���CE��. 
 � = 1 − 2� − 2� = 1 − G�CE���CE�� − �CE� = �CE���CE��EGE��CE���CE���CE�� =  

 = CHE�CD�EGE�CD��CE���CE�� = CHEICE��CE���CE�� = �. 



   

*7:J'&ó!: � = CHEICE��CE���CE�� , � = ��CE���CE�� , � = �CE�. 

 

 Para � = −2 el sistema resulta �� + 2� + 2� = 1          � − � − � = 1              −2� + 2� + 2� = −2, que es equivalente al 

sistema �� + 2� + 2� = 1� − � − � = 1     � − � − � = 1      o, también: ?� + 2� + 2� = 1� − � − � = 1     , que es compatible indeter-

minado. Haciendo � = L: 
 

 
� + 2� = 1 − 2L� − � = 1 + L B     � + 2� = 1 − 2L2� − 2� = 2 + 2LB ⇒ 3� = 3;   � = 1. 

 
 � = � − 1 − L = 1 − 1 − L = −L. 
 

*7:J'&ó!: �� = 1   � = −L� = L   , ∀L ∈  . 

 
*********  

  



   

2º) Se considera el plano O que pasa por los puntos ��1, 1, 3�, P�2, 1, 0� y  �−1, −4, −1�. Encuentra el punto de O que más cerca está del punto *�−3, 1, 1� (o 
sea, el pie de la perpendicular de * a O). 
 

---------- 
 
 Los puntos P, Q y R determinan los vectores: 
 �PQQQQQ⃗ = SP − �T = S�2, 1, 0� − �1, 1, 3�T = �1, 0, −3�. 
 � QQQQQ⃗ = S − �T = S�−1, −4, −1� − �1, 1, 3�T = �−2, −5, −4�. 
 

Considerando el punto ��1, 1, 3�: 
 

OV�; �PQQQQQ⃗ , � QQQQQ⃗ W ≡ �� − 1 � − 1 � − 31 0 −3−2 −5 −4 � = 0;   
 6�� − 1� − 5�� − 3� − 15�� − 1� + 4�� − 1� = 0;    
 −15�� − 1� + 10�� − 1� − 5�� − 3� = 0;   3�� − 1� − 2�� − 1� + �� − 3� = 0;  
 3� − 3 − 2� + 2 + � − 3 = 0 ⇒  Y ≡ Z[ − \] + ^ − _ = `. 

  
 Un vector normal de O es !Q⃗ = �3, −2, 1�. 
 

 La expresión de la recta �, perpendicular a O es: � ≡ �� = −3 + 3L� = 1 − 2L   � = 1 + L      . 
 
 El punto M de O pedido es la intersección de la recta r con el plano O: 
 O ≡ 3� − 2� + � − 4 = 0

             � ≡ �� = −3 + 3L� = 1 − 2L   � = 1 + L      a ⇒ 3�−3 + 3L� − 2�1 − 2L� + �1 + L� − 4 = 0;  
 −9 + 9L − 2 + 4L + 1 + L − 4 = 0;   14L − 14 = 0;   L − 1 = 0 ⇒ L = 1. 
 

 �� = −3 + 3L� = 1 − 2L   � = 1 + L      � ⇒ L = 1 ⇒  b�0, −1, 2�. 

 
********** 

  



   

3º) Calcula los siguientes límites: ��  limf→g f·iCj f�Eklm  ��f�. 9�  limf→� � nopq �rn�. 
 

---------- ��   limf→g f·iCj f�Eklm ��f� = g·iCj g�Eklm g = g�E� = gg ⇒ <!s54. ⇒ =t′u78&4�:> ⇒  

 ⇒ limf→g �·iCj fDf·��DiCjHf�D�·mvw ��f� = iCj gDg·��Dg��·mvw g = gDg·g�·g = gg ⇒ <!s54. ⇒ =t′u78&4�:> ⇒  

 ⇒ limf→g �DiCjHfD�·��DiCjHf�Df·�·iCj f·��DiCjHf��·�·klm ��f� = �DgD�·�Dg-·� = �- = ��.  

 limf→g f·iCj f�Eklm ��f� = ��. 

 9�   limf→� � nopq �rn� = 1 xopq r = 1xy = 1z ⇒ <!s54. ⇒  

 ⇒ limf→� � nopq �rn� = �;   t� = t {limf→� � nopq �rn�| = limf→� t� nopq �rn� = limf→� } f~�� ��f� · t�� =  

 = limf→� f·�f~�� ��f� = �·��~�� � = gg ⇒ <!s54. ⇒ =t′u78&4�:> ⇒ limf→� �·�fDf·xn�·��~ ��f� =  

  = limf→� �D�f�·��~ ��f� = �D���·��~ � = �Dg�·�E�� = − �� = t� ⇒ � = 5Exr = �√�r . 

 limf→� � nopq �rn� = �√�r . 

 
********** 

  



   

4º) Dadas las funciones ���� = |� − 1| − 1 y "��� = 35! �f� , encuentra los dos pun-

tos en que se cortan. Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas cur-
vas. 

---------- 
 

 Teniendo en cuanta que |� − 1| = 0−� + 1 3& � ≤ 1� − 1  3&  � > 1 , la función ���� puede re-

definirse de la forma siguiente: ���� = 0−�   3&   � ≤ 1� − 2 3& � > 1. 

 
 Los puntos de corte se obtienen igualando las dos funciones: 
 
 Para � < 1 ⇒ −� = 35! �f�  ⇒ � = 0 ⇒  ��0, 0�. 

 
 Para � > 1 ⇒ � − 2 = 35! �f�  ⇒ � = 2 ⇒  ��2, 0�. 

 
 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 � 35! �f� · s� ⇒ 0�f� = 4 → �� s� = s4 → s� = �� s41 ⇒ �� � 35! 4 · s4 =  

 = − �� · cos 4 = − �� '73 �f� . 

 
 Teniendo en cuenta lo anterior y de la observación de la figura se deduce la su-
perficie a calcular, que es la siguiente: 
 

    * = � S"��� − ����T�g s� = � }35! �f� − �−����g s� + � }35! �f� − �� − 2���� s� =  

  = � �35! �f� + ���g s� + � �35! �f� − � + 2��� s� =  

 = }− �� '73 �f� + fH� �g
� + }− �� '73 �f� − fH� + 2���

� =  

-1 

1 

-3 O X 

Y ���� = |� − 1| − � 

1 

S A 

-1 

3 "��� = 35! O�2  



   

= �− �� '73 �� + �H� � − �− �� cos 0 + 0� +  

 + �− �� cos O − �H� + 2 · 2� − �− �� cos �� − �H� + 2 · 1� =   

 = −0 + �� + �� · 1 − �� · �−1� − 2 + 4 + 0 + �� − 2 = -� + 1 = -D�� .  

 * = -D�� ≅ 2,27 J�. 

 
********** 

  



   

OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz � = �−1 01 −1�, calcula �I� y �EG�. 

 
---------- 

 

 �� = � · � = �−1 01 −1� · �−1 01 −1� = � 1 0−2 1�. 

 

 �� = �� · � = � 1 0−2 1� · �−1 01 −1� = �−1 03 −1�. 

 

 �- = �� · � = �−1 03 −1� · �−1 01 −1� = � 1 0−4 1�. 

 

 �I = �- · � = � 1 0−4 1� · �−1 01 −1� = �−1 05 −1�. 

 
  ·························································· 
 �� = { �−1�� 0! · �−1��D� �−1��|. 
 �I� = { �−1�I� 057 · �−1�I� �−1�I�| = �−1 057 −1�.   

 �I� = �−1 057 −1�. 

  �EG� = { �−1�EG� 0−68 · �−1�EG� �−1�EG�| = � 1 068 1�.   

 �EG� = � 1 068 1�. 

 
También puede hacerse del siguiente modo: 

 

 �EG� = ���� = �{ �E���� gG�·�E���� �E����| = �� � gEG� �� = � 1 0−68 1�E�
. 

 
 Procediendo por el método de Gauss-Jordan: 
 � 1 0−68 1�1 00 1� ⇒ =@� → @� + 68@�> ⇒ �1 00 1� 1 068 1�. 

 
**********  



   

2º) Encuentra la ecuación en forma continua de la recta que corta perpendicularmente 

a � ≡ ?2� − � − 2 = 0        � − 2� + � − 3 = 0 y 3 ≡ fE�� = �E-E� = FD�� . 

 
---------- 

 
 La expresión de � por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 � ≡ ?2� − � − 2 = 0        � − 2� + � − 3 = 0 ⇒ � = L ⇒ � = −2 + 2L;   � = 3 − � + 2� =  
 

= 3 − L − 4 + 4L = −1 + 3L  ⇒   � ≡ �� = L              � = −2 + 2L� = −1 + 3L. 

 
 Un punto y un vector director de � son ��0, −2, −1� y ��QQQ⃗ = �1, 2, 3�. 
 
 Un punto y un vector director de 3 son ��2, 4, −2� y �~QQQ⃗ = �2, −1, 1�. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Un vector  QQ⃗  perpendicular a los vectores ��QQQ⃗  y �~QQQ⃗  es cualquiera que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de estos vectores: 
 

  ′QQQQ⃗ = ��QQQ⃗ ∧ �~QQQ⃗ = �& ¢ £1 2 32 −1 1� = 2& + 6¢ − £ − 4£ + 3& − ¢ = 5& + 5¢ − 5£ ⇒ 

 ⇒  QQ⃗ = �1, 1, −1�. 
 
 Determinamos dos planos π1 y π2 de las siguientes características: 
 

O���; ��QQQ⃗ ,  QQ⃗ � ≡ �� � + 2 � + 11 2 31 1 −1 � =  

 = −2� + 3�� + 2� + �� + 1� − 2�� + 1� − 3� + �� + 2� = 0;    
 = −5� + 4�� + 2� − �� + 1� = 0; −5� + 4� + 8 − � − 1 = 0 ⇒  

��QQQ⃗  

�~QQQ⃗  

 QQ⃗  

� 

3 

t  

π1 

A 

π2 

B 



   

O� ≡ 5� − 4� + � − 7 = 0. 
 

O���; �~QQQ⃗ ,  QQ⃗ � ≡ �� − 2 � − 4 � + 22 −1 11 1 −1 � =  

 = �� − 2� + �� − 4� + 2�� + 2� + �� + 2� − �� − 2� + 2�� − 4� = 0;  
 = 3�� − 4� + 3�� + 2� = 0;   � − 4 + � + 2 = 0 ⇒  O� ≡ � + � − 2 = 0. 

 
La recta pedida t es la intersección de los planos obtenidos anteriormente, π1 y 

π2: 4 ≡ ?5� − 4� + � − 7 = 0� + � − 2 = 0            . 
 
Para expresar t en función continua hacemos:  
 � = L;   � = 2 − L;   5� = 7 + 4� − � = 7 + 8 − 4L − L = 15 − 5L ⇒   

 

⇒ � = 3 − L  ⇒   4 ≡ �� = 3 − L� = 2 − L� = L        .  
 

La expresión de t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:  
  t ≡ fE�E� = �E�E� = F�. 

 
********** 

  



   

3º) Hallar las asíntotas de la función � = ���� = -fHE��fD- . 

 
---------- 

 
 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 
 
Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la función toma valores 
finitos, es decir, es el límite cuando � → ∞ de la función. 
 

 � = £ = limf→z ���� = limf→z -fHE��fD- = ∞ ⇒ ¦7 4&5!5 3í!474�� ℎ7�&�7!4�:53. 

 
Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador. 
 
 2� + 4 = 0;   � + 2 = 0 ⇒ � = −2. 
 t� �5'4� � = −2 53 �3í!474� �5�4&'�: s5 :� �J!'&ó!. 

 
Oblicuas: Son de la forma � = 6� + !, siendo: 
 6 = limf→z ©�f�f   y  ! = limf→zS���� − 6�T, con m finito y 6 ≠ 0. 

 

 6 = limf→z ©�f�f = limf→z -fHE��fHD-f = 2. 

 

 ! = limf→zS���� − 6�T = limf→z �-fHE��fD- − 2 · �� = limf→z -fHE�E-fHE�f�fD- = −4. 

 �3í!474� 79:&'J�: � = 2� − 4. 

 
********** 

  



   

4º) Dada la función ���� = 35! ��� ��� · 5fH
, demuestra que existe un valor � ∈�−1, 1� tal que �#��� = 2. Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 

 
---------- 

 
 Por ser ��−�� = ����, la función es simétrica con respecto al eje de ordenadas, 
lo que implica que ��−1� = ��1� y, en consecuencia, no le es aplicable el teorema del 
valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una función es continua en S6, !T y 
derivable en �6, !�, entonces existe al menos un valor � ∈ �6, !� que cumple lo si-

guiente: �#��� = ©�ª�E©���ªE� ”. 

 
 La derivada de la función es la siguiente: 
 

 �#��� = O� · '73 ��� ��� · 5fH + 35! ��� ��� · 2� · 5fH = 

 = � · 5fH · }O · '73 ��� ��� + 235! ��� ����. 
 
 Teniendo en cuenta que �#��� es continua en R le es aplicable el teorema de los 
valores intermedios, que dice que: “si Escriba aquí la ecuación. es una función conti-
nua en el intervalo S�, 9T, entonces para cada valor 6 tal que ���� < 6 < ��9�, 
exista al menos un valor ' perteneciente al intervalo ��, 9� tal que ��'� = 6”. 
 �#�−1� = −1 · 5� · �O · '73 �� + 2 · 35! ��� = −5 · 2 = −25 < 2. 

 �#�1� = 1 · 5� · �O · '73 �� + 2 · 35! ��� = 5 · 2 = 25 > 2. 

 t7 �!45�&7� s56J534�� ³J5 ∃' ∈ �−1, 1� 4�: ³J5 �#�'� = 2. 

 
********** 

 


