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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
 
OPCIÓN A 
 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real α 

y resuélvelo en los casos en que es compatible: 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
 

( )( ) ( )( )( ) =++−+−−=
+

−
−

−−=
+−−

−−−
−−

= 122113

111

111

201

13

113

113

203

aaa

a

aa

aaa

aa

a

M  

 
( )( )( ) 2;;1;;30213 321 −===⇒=+−−= aaaaaa . 

 

adoerCompatibleincógnMRangoMRango

a

a

a

Para mindet.º3'

2

1

3

⇒===⇒
















−≠
≠
≠

 

 



 

 2

8

3

2

420

120

200

'

420

120

200

3 =⇒
















−
−

=
















−
−

=⇒= MRangoMyMaPara . 

 

 3'0403241216

842

312

220

' =⇒≠=++−=−
−

⇒ MRangoMRango . 

 

2

0

3

2

202

102

202

'

202

102

202

1 =⇒
















−
−−
−−

=
















−
−−
−−

=⇒= MRangoMyMaPara . 

 

 3'012124128

022

312

222

' =⇒≠=+−+−=
−

−−
−−

⇒ MRangoMRango . 

 

leIncompatibMRangoMRango
a

a
Para ⇒==⇒









=
=

3';;2
1

3
 

 

{ } 2'

3

3

2

135

135

205

'2 32 ==⇒=⇒
















−−−
−−−
−−

=⇒−= MRangoMRangoFFMaPara . 

  
adoerinCompatibleincógnMRangoMRangoaPara mindet.º2'2 ⇒<==⇒−=  

  
 Resolvemos en el caso de compatible determinado aplicando el método de Gauss. 
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 Restando a cada fila la primera: 
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Restando a la tercera fila la segunda: 
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 Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminado, para α = -2, en cuyo 

caso el sistema resulta 
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2º) Los puntos P(1, -1, 3), Q(3, 0, 5) y R(2, 1, 1) son tres vértices de un cuadrado. En-
cuentra el cuarto vértice. 

---------- 
 

( ) ( ) ( ) PQPQ ===++=−+++−= 39414351013 222 . 

 

( ) ( ) ( ) PRPR ===++=−+++−= 39441311112 222 . 
 

( ) ( ) ( ) QRQR ===++=−+−+−= 23181611510132 222 . 

 
Lo anterior indica que los vértices P, Q y R son consecutivos. 

 
 El punto S puede obtenerse de diversas 
formas; una de ellas es tener en cuenta que el 
punto M es el punto medio de los segmentos PR 
y QS. 
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3º) Calcula los siguientes límites: ( )x
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4º) Dada la función ( ) ( )
12

·2
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, demuestra que existe un valor ( )1,1−∈α  

tal que ( ) 1' =αf . Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 
 

---------- 
 
Llamando ( ) 23 +−= xxxg , ( ) 74 += xeLxh  e ( ) 12 24 ++= xxxi ; las tres tienen por 

dominio el conjunto de los números reales. Teniendo en cuenta que toda función expo-
nencial es siempre positiva y Rxxx ∈∀>++ ,012 24 , el denominador de f(x) es positivo, 
lo que implica que el dominio de f es R. 

 
Por otra parte, las derivadas de g(x), h(x) e i(x) son las siguientes: 
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 ( ) ( ) ( )xixxxxxi ')14228' 23 =+=+= . 

 
 Como se aprecia, las funciones g(x), h(x) e i(x) son continuas y derivables en R. 
 
 De lo anterior se deduce que f(x) es continua y derivable en R, por lo cual se pue-
de aplicar el teorema de Lagrange a cualquier intervalo finito que se considere y, en par-
ticular, al intervalo (-1, 1). 
 

El teorema del Valor Medio del cálculo diferencial, también conocido como teo-
rema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:  

 
“Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), enton-
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 Aplicando el teorema a f(x) en el intervalo considerado: 
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Queda demostrado que existe αε(-1, 1) tal que f’(α) = 1. 
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OPCIÓN B 

1º) Calcula el determinante de ( )3BA+ , siendo 
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---------- 
 

Teniendo en cuenta las propiedad de los determinantes que dice que el determi-
nante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de las matrices, 
este ejercicio puede hacerse de forma sencilla del siguiente modo: 
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 Lo que sigue es la forma “natural” de resolverlo, lo que indica que en matemáti-
cas los procedimientos son muy importantes a la hora de resolver un ejercicio. 
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2º) Dados los planos 01221 =−−+≡ zyxπ  y 03222 =−+−≡ zyxπ , encuentra la ecuación 
general de los dos planos cuyos puntos equidistan de π1 y π2. 
 

---------- 
 
 Sabiendo que la distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano genérico de ecuación 
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Los planos pedidos son: 0430234 21 =−+≡=+−+≡ zxyzyx αα  
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3º) Dada la función ( ) ( ) ( )3cos1 xxxf π−= , demuestra que existe un valor ( )1,0∈c  tal que 

( )
2

1
' =cf . Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 

---------- 
 

 La función f(x) es continua y derivable en R, por lo cual se puede aplicar el teo-
rema de Lagrange a cualquier intervalo finito que se considere y, en particular, al inter-
valo (0, 1). 
 

El teorema del Valor Medio del cálculo diferencial, también conocido como teo-
rema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:  

 
“Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), enton-
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 Aplicando el teorema a f(x) en el intervalo ( ) ( )1,01, ∈c : 
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4º) Dadas las funciones  ( ) 12 −= xxf  y ( ) 23 xxg −= , calcula el área de la región del semi-
plano 0≥y  encerrada entre las gráficas de f(x) y g(x).  
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las dos funciones se obtienen igualándolas: 
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Los vértices de las parábolas son los siguientes: 
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 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la de la figura. 
 
 Para el cálculo del área tendremos en cuenta que las ordenadas de la función g(x) 

son iguales o mayores que las correspondientes 
a la función f(x) y que las dos funciones son pa-
res (simétricas con respecto al eje de ordena-
das). 
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