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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Responde a una opción del Grupo 1 y a una opción del Grupo 2. 
 

GRUPO 1 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real a 

y resuélvelo en los casos en que es compatible:  ( ) ( )
( )
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

  
















−−
+−=

















−
+−=

2

2

0

21

113

21

'

21

113

21

2

2

2

2

aaa

aaa

a

My

aa

aaa

a

M  

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de a es el siguiente: 
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 Resolvemos en primer lugar el caso de compatible determinado: 
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. Resolviendo por Gauss: 
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 Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminado para a = -1, en cuyo 

caso el sistema resulta 
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, que por tener iguales la primera y tercera 

ecuaciones es equivalente al sistema 
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2º) Los puntos P1(1, 0, 1), P2(2, -2, 3) y P3(-1, 1, 3) son tres vértices de un cuadrado. 
Encuentra el cuarto vértice. 
 

---------- 
 
 Para determinar la posición de los puntos hallamos las distancias entre ellos: 
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 El punto P4(x, y, z) a determinar es el opuesto a P1 por lo cual se tiene que cum-
plir que los vectores 4321 PPyPP  son equipolentes. 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz 
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A . Encuentra dos matrices, B y C, de tamaño 3 x 2 y de 

rango 2, tales que el rango de A · B sea 2 y el rango de A · C sea 1. 
 

---------- 

 Sea la matriz 
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 La condición necesaria para que el rango de A · B sea 2 es que cbad ≠ , indepen-
dientemente de los valores de e y f. 
 

 Un ejemplo puede ser la matriz: 
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 Sea la matriz 
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 La condición necesaria para que el rango de A · C sea 1 es que qnmp= , indepen-
dientemente de los valores de x e y. 
 

 Un ejemplo puede ser la matriz: 
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2º) El plano π  es el que pasa por los puntos P1(-3, 0, 0), P2(1, -1, -1) y P3(-1, 0, -1). En-

cuentra los dos puntos de la recta 
1
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r  que están a distancia 1 de π . 
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 La ecuación general del plano π  se deduce de la siguiente forma: 
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 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es: 
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 Un punto genérico de r es ( )2,1, −− λλP . 
 
 La distancia de un punto ( )0000 ,, zyxP  a un plano 0=+++≡ DCzByAxπ  viene 

dada por la fórmula ( )
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 Aplicando la fórmula a 0322 =+++≡ zyxπ  y a ( )2,1, −− λλP  y sabiendo que 
la distancia es de una unidad: 
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GRUPO 2 

 
OPCIÓN C 
 

1º) Halla los siguientes límites: ( ) ( )xsenxL
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2º) Demuestra que la función ( ) ( )121)( 2 +−+= xxLxxf , tiene un mínimo relativo en el 
intervalo ( )1,0 . Menciona los resultados teóricos que utilices. 
 

---------- 
 
 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo en un 
punto es que su derivada se anule para ese punto. 
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 La función f’(x) es continua en todos los puntos del intervalo [0, 1] y derivable en 
todos los puntos del intervalo (0, 1), por lo cual le es aplicable el Teorema de Bolzano, 
que dice que: “si una función f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extre-
mos de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos un valor ( )bac ,∈  
tal que ( ) 0=cf ”. 
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 Lo anterior demuestra que la función f(x) tiene un extremo relativo en el intervalo 
( )1,0 . Para diferenciar si se trata de un máximo o de un mínimo relativo recurrimos a la 
segunda derivada: ( ) ( ) mínimoxfsiymáximoxfsi ⇒>⇒< 0''0'' . 
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Para justificar que f’’(x) > 0 tenemos en cuenta que el denominador de la fracción 



 
es positivo para cualquier valor real de x y que ( )1,0,1617 2 ∈∀> xxx , lo cual significa 
que el numerador de la fracción es positivo y, en resumen, ( ) ( )1,00'' enxf > , lo cual 
demuestra que 
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OPCIÓN D 
 

1º) Halla las asíntotas de la función 
1

2 2
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y . 
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 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales u oblicuas. 
 
 Las asíntotas horizontales son de la forma y = k, o sea, son los valores finitos que 
toma la función cuando x tiende a valer más infinito o menos infinito.  
 

 La función 
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 Las asíntotas verticales son de la forma x = k; son los valores finitos de x para los 
cuales la función toma valor infinito, o sea, son los valores de x que anulan el denomi-
nador. 
 

 La función 
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y  tiene como asíntota vertical la recta x = 1. 

 
 Las asíntotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo: 
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 La función 
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y  tiene como asíntota oblicua la recta y = 2x + 3. 
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2º) Dibuja las gráficas de las funciones 2)( xxf =  y ( )
2

x
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cortan cuando x = 0 o x = 1. Calcula el área de la región del plano encerrada por las grá-
ficas de las funciones f(x) y g(x). 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte se obtienen de la igualación de ambas funciones: 
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 Como puede apreciarse, para los valores x = 0 y x = 1 las funciones son iguales y, 
en definitiva, solamente se cortan para los valores dados, como queríamos comprobar. 
 
 Justifica lo anterior el hecho que la función 2)( xxf =  únicamente admite las solu-

ciones 0, 1 y -1; para x = -1 es ( ) 11)1( 2 =−=−f  y ( ) 1
2

1 −=−=− π
seng . 

 
 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la que expresa la 
figura adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 En el intervalo dado, ( )1,0 , todos los valores correspondientes a ambas funciones 
son positivos, por lo cual el área pedida es la diferencia en valor absoluto de las áreas de 
las dos funciones: 
 

( ) ( )[ ] =+=






 −=−= ∫∫∫∫
0

1

1

0

2
1

0

2
1

0

·
2

··
2

· dx
x

sendxxdx
x

senxdxxgxfS
ππ  

Y 

X 

g(x) 

f(x) 

S 
1 

1 2 

2 

3 4 

-1 

M
O 

N 



 

(*)
3

1
·

2
0

3

1
·

23

0

1

0

1

1

0

3

SIdx
x

sendx
x

sen
x =+=+−=+







= ∫∫

ππ  

 

[ ] =−==⇒

























=→=→

=→=→

=

=
⇒= ∫∫

0

2

0

2

0

1

cos
2

·
2

2
1

00

2
2·

2 π
π πππ

π

π
π

tdttsenI

tx

tx

dtdx

t
x

dx
x

senI  

 

( ) ( ) I=−=+−=






 +−=














−−−=
ππ

π
π

π
π

2
01·

2

2
cos0cos·

2

2
cos0cos·

2  

 

 Sustituyendo en (*) el valor de I:  SuIS =−=−=+= 2
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