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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Este examen tiene dos opciones, A y B. Solamente se podrán usar calculadoras no 
programables. 
 
OPCIÓN A 

1º) Calcula el rango de la matriz � = � 1 0 40 � 4−1 3 �    20−2�, según los valores de �. 

 
---------- 

 
 Procediendo por el método de Gauss: 
 

 � 1 0 40 � 4−1 3 �    20−2� ⇒ ��� → �� + ��� ⇒ �1 0 40 � 40 3 � + 4    200� ⇒ 

 

⇒ ��� → �� ��� ⇒ �1 0 40 1 ��0 3 � + 4    200� ⇒ ��� → �� − 3��� ⇒  

 

⇒ �1 0 40 1 ��0 0 ����� !��
    200�. 

 

 Para  
��"��#��� = 0 ⇒ $�%& � = 2: 

 

 
��"��#��� = 0 ⇒ �� + 4� − 12 = 0;   � = #�±√�*"�+� = #�±√*�� = #�±+� = 

 = −2 ± 4 ⇒ �� = −6, �� = 2.  
 .�/� �� = −6� = 2 � ⇒ $�%& � = 2;   0�/� �� ≠ −6� ≠ 2 � ⇒ $�%& � = 3. 

 
********** 



2º) Se dan los puntos �23, 3, 33, 422, 3, 43, 520, 0, 43 6 723, 0, 13.  
 �3 ¿Están en el mismo plano? En caso afirmativo hallar la ecuación del plano. En caso 
negativo razonar la respuesta. 
 83 Calcular � para que el punto .2�, �, 83 esté en la recta que pasa por A y C. 
 

---------- �3   
 Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores: 
 
 4�:::::⃗ = <� − 4= = <23, 3, 33 − 22, 3, 43= = 21, 0, −13. 
 
 5�:::::⃗ = <� − 5= = <23, 3, 33 − 20, 0, 43= = 23, 3, −13. 
 
 7�:::::⃗ = <� − 7= = <23, 3, 33 − 23, 0, 13= = 20, 3, 23. 
 
 Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios, los vectores 4�:::::⃗ , 5�:::::⃗  y 7�:::::⃗  
tienen que ser coplanarios, o sea, que su rango tiene que ser menor de tres; el determi-
nante que forman tiene que valer cero: 
 

 $�%& >4�:::::⃗ , 5�:::::⃗ , 7�:::::⃗ ? < 3 ⇒ A1 0 −13 3 −10 3 2 A = 6 − 9 + 3 = 0. 

 CDE 0F%GDE �, 4, 5 6 7 ED% HD0I�%�/JDE. 

 
 La ecuación general del plano K que determinan tiene como vectores directores 
a dos cualesquiera de los hallados y uno cualquiera de los puntos, por ejemplo: 
 

KL5; 4�:::::⃗ , 5�:::::⃗ M ≡ AO 6 P − 41 0 −13 3 −1 A = 0; −36 + 32P − 43 + 3O + 6 = 0;  
 −26 + 3P − 12 + 3O = 0. 
 K ≡ 3O − 26 + 3P − 12 = 0. 

 83  
 La recta / que pasa por �23, 3, 33 6 520, 0, 43 tiene por vector director al que 
determinan estos puntos: 5�:::::⃗ = 23, 3, −13. 
 

 La recta / dada por unas ecuaciones paramétricas es: / ≡ QO = 3R     6 = 3R    P = 4 − R. 

 



 Para que la recta / contenga al punto .2�, �, 83 tiene que satisfacer su ecuación: 
 
 3R = � ⇒ R = ��.  4 − R = 8 ⇒ 4 − �� = 8;  �� = −4 ⇒ � = −12. 

 .�/� � = −12 I� /SHG� TFS 0�E� 0D/ � 6 5 HD%GJS%S �I 0F%GD .. 

 
********** 

  



3º) Sea U la función definida por: U2O3 = V3 − �O�, EJ O ≤ 1      ��X      EJ  O > 1 . Estudiar su continuidad 

y su derivabilidad en función de �. 
---------- 

 
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función U2O3 es continua en R, excepto para O = 1, que para forzar su conti-
nuidad y derivabilidad se va a determinar el valor de �. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 .�/� O = 1 ⇒ Z limX→� U2O3 = limX→�23 − �O�3 = 3 − � = U213
limX→�� U2O3 = limX→� ��X = ��                                     ⇒ 

 ⇒ limX→� U2O3 = limX→�� U2O3 = U213 ⇒ 3 − � = ��  ⇒ 3� − �� = 2; �� − 3� + 2 = 0.  

 

 � = �±√^#+� = �±√�� = �±�� ⇒ �� = 1, �� = 2. 

 C� UF%HJó% U2O3 SE HD%GJ%F� S% $ 0�/� � = 1 6 0�/� � = 2. 

 
 La función U2O3 es derivable en R, excepto para O = 1 cuya derivabilidad se va 
a forzar determinando el correspondiente valor de �. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 U`2O3 = V−2�O  EJ    O ≤ 1− ���    EJ  O > 1 . U`21#3 = −2�.  U`21"3 = −2.  

 
 U`21#3 = U`21"3 ⇒ −2� = −2 ⇒ � = 1. 
 C� UF%HJó% U2O3 SE aS/Jb�8IS 0�/� � = 1. 

 C� UF%HJó% U2O3 SE HD%GJ%F� 6 aS/Jb�8IS ú%JH�dS%GS 0�/� � = 1. 

 
********** 

  



4º) Calcular la siguiente integral indefinida: e = f �X#�X2X"�3� · aO. 

 
---------- 

 

 
�X#�X2X"�3� = hX + iX"� + j2X"�3� = h2X"�3�"iX2X"�3"jXX2X"�3� = h2X�"�X"�3"iX�"iX"jXX2X"�3� = 

 

= hX�"�hX"h"iX�"iX"jXX2X"�3� = 2h"i3X�"2�h"i"j3X"hX2X"�3� ⇒           � + 4 = 02� + 4 + 5 = 2                � = −1k ⇒ 4 = 1;  
 −2 + 1 + 5 = 2;   5 = 2 + 1 = 3. 
 e = f �X#�X2X"�3� · aO = f l#�X + �X"� + �2X"�3�m · aO =  

 = −C|O| + C|O + 1| + 3 · 2X"�3 !
#� + 5 = C oX"�X o − �X"� + 5. 

 e = f �X#�X2X"�3� · aO = C oX"�X o − �X"� + 5. 

 
********** 

  



5º) De todos los números positivos O S 6 tales que O + 6 = 10, encontrar aquellos para 
los que el producto . = O� · 6 sea máximo. 
 

---------- 
 
 O + 6 = 10 ⇒ 6 = 10 − O. 
 
 .2O3 = O� · 210 − O3 = −O� + 10O�. 
 
 Para que una función tenga un máximo relativo es condición necesaria que se 
anule su primera derivada. Esta condición, que es necesaria, no es suficiente; es nece-
sario que la segunda derivada sea negativa para los valores que anulan la primera. 
 
 .`2O3 = −3O� + 20O. 
 

 .`2O3 = 0 ⇒ −3O� + 20O = 0; −O23O − 203 = 0 ⇒ O� = 0, O� = �p� . 

 
 .``2O3 = −6O + 20. 
 
 .``203 = −6 · 0 + 20 > 0 ⇒ .�/� dí%JdD. 
 

 .``L�rs M = −6 · �p� + 20 = −40 + 20 = −20 < 0 ⇒ táOJdD 0�/� O = �p� . 

 

 6 = 10 − �p� = �p� . 

 vI 0/DaFHGD . = O� · 6 SE dáOJdD 0�/� O = �p�  S 6 = �p� . 

 
**********  

 



OPCIÓN B 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones w2�3 = ZO + 26 − P = 2                 O + 2� + 136 − �P = 2�O + �6 + 2� + 13P = 1  : 
 �3 Discutirlo según los distintos valores de �. 
 83 ¿Hay solución para � = 2? En caso afirmativo calcular dicha solución. En caso 
negativo razonar la respuesta. 

----------  �3   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 t = �1 2 −11 � + 1 −�1 � � + 1� y t′ = �1 2 −11 � + 1 −�1 � � + 1    22�1 �. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

        |t| = A1 2 −11 � + 1 −�1 � � + 1A = 2� + 13� − � − 2� + 2� + 13 + �� − 22� + 13 = 

 = �� + 2� + 1 − 3� − � − 1 + �� = 2�� − 2� = 0; �� − � = 0;   �2� − 13 = 0 ⇒ 
 ⇒ �� = 0, �� = 1. 
 .�/� �� ≠ 0� ≠ 1� ⇒ $�%& t = $�%& t` = 3 = %º J%Hó&. ⇒ w. 5. 7. 

 

.�/� � = 0 ⇒ t` = �1 2 −11 1 01 0 1     201� ⇒ $�%& t` ⇒ �5�, 5�, 5�� ⇒  

 

⇒ A1 2 21 1 01 0 1A = 1 − 2 − 2 = −3 ≠ 0 ⇒ $�%& t` = 3. 

 .�/� � = 0 ⇒ $�%& t = 2;  $�%& t` = 3 ⇒ wJEGSd� J%HDd0�GJ8IS. 
 

.�/� � = 1 ⇒ t` = �1 2 −11 2 −11 1 2     221� ⇒ ��� = ��� ⇒ $�%& t` = 2.  

 .�/� � = 1 ⇒ $�%& t = $�%& t` = 2 < %º J%Hó&. ⇒ w. 5. e. 
 



83   {�6 EDIFHJó% 0�/� � = 2: SI EJEGSd� SE HDd0�GJ8IS aSGS/dJ%�aD. 

 

 Para � = 2 el sistema resulta: QO + 26 − P = 2  O + 36 − 2P = 4O + 26 + 3P = 1, que es compatible determi-

nado.  
 
 Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

O = A� � #�� � #�� � � A
�·��#�·� = �+#+#�"�"+#��+#� = ��#�+� = − }�. 

 

6 = A� � #�� � #�� � � A
� = ��#�#�"�"�#*� = ��#}� = }�. 

 

P = A� � �� � �� � �A
� = �"�"+#*#+#�� = �~#�*� = − ��. 

 wDIFHJó%: O = − }� , 6 = }� , P = − ��. 

 
********** 

  



2º) Hallar la ecuación del plano que contiene al punto .22, −1, 23 y a la recta / de 

ecuación / ≡ X� = �#�� = �#�#� . 

---------- 
 
 Un punto y un vector director de / son �20, 3, 13 y b�:::⃗ = 22, 1, −13. 
 
 Los puntos . 6 � determinan el vector �.:::::⃗ = <. − �= = 22, −4, 13. 
 
 La ecuación del plano pedido es la siguiente: 
 

 KL.; b�:::⃗  , �.:::::⃗ M ≡ AO − 2 6 + 1 P − 22 1 −12 −4 1 A = 0; 
 2O − 23 − 226 + 13 − 82P − 23 − 22P − 23 − 42O − 23 − 226 + 13 = 0;  
 −32O − 23 − 426 + 13 − 102P − 23 = 0;   32O − 23 + 426 + 13 + 102P − 23 = 0;   
 3O − 6 + 46 + 4 + 10P − 20 = 0. 
 K ≡ 3O + 46 + 10P − 22 = 0. 

 
********** 

  



3º) Dada la función U2O3 = X�#�X�#�, se pide: 

 �3 Hallar las asíntotas de U. 
 83 Hallar los intervalos donde es creciente y donde es decreciente. 
 H3 ¿Tiene extremos la función U? En caso afirmativo, ¿en qué puntos? 
 

----------  �3  
 Asíntotas horizontales: son de la forma 6 = �; son los valores finitos de la fun-
ción cuando O tiende a más o menos infinito. 
 

 � = limX→� U2O3 = limX→� X�#�X�#� = 1 ⇒  �Eí%GDG� ℎD/JPD%G�I: 6 = 1. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de O que hacen que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 
 O� − 4 = 0 ⇒ O� = −2, O� = 2. 
 �Eí%GDG�E bS/GJH�ISE: O = −2, O = 2. 
 
 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 
 83  

Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto para los valores 
reales de O que anulan el denominador: 72U3  ⇒ $ − �−2, 2�. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 U`2O3 = �X·2X�#�3#2X�#�3·�X2X�#�3� = �X·2X�#�#X�"�32X�#�3� = #�X2X�#�3�. 
 
 .�/� O < 0 ⇒  U`2O3 > 0 ⇒  5/SHJdJS%GD: 2−∞, −23 ∪ 2−2, 03. 
 
 .�/� O > 0 ⇒  U`2O3 < 0 ⇒  7SH/SHJdJS%GD: 20, 23 ∪ 22, +∞3. 
 83   
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condición, que es 
necesaria, no es suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se 
anule la segunda derivada en ese punto para los valores que anula la primera derivada. 
 



U`2O3 = 0 ⇒ #�X2X�#�3� = 0; −2O = 0 ⇒ O = 0.  

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 U``2O3 = #�·2X�#�3�"�X·<�·2X�#�3·�X=2X�#�3� = #�·2X�#�3"+X�

2X�#�3s = #�X�"�"+X�
2X�#�3s = *X�"�2X�#�3s =   

 = �·2�X�"�32X�#�3s . 

 

 U``203 = �·2�·p�"�32p�#�3s = #�#*� > 0 ⇒ tí%JdD /SI�GJbD 0�/� O = 0. 

 

 U203 = p�#�p�#� = #�#� = �� ⇒ tí%JdD: � �0, ���. 

 
********** 

  



4º) Representar el recinto del plano limitado por las curvas 6 = SX, 6 = S#X y por la 
recta O = 1. Calcular su área. 

----------  �3   
 La funciones U2O3 = SX y &2O3 = S#X son simétricas con respecto al eje de or-
denadas y se cortan en el punto �20, 13. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La función U2O3 = SX es monótona creciente por ser U`2O3 = SX > 0, ∀O ∈ $. 
 
 Por ser limX→#� U2O3 = 0, el semieje –X es asíntota horizontal de U2O3 = SX. 

 
 La representación gráfica, aproximada, de la situación se expresa en la figura. 
 
 De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la si-
guiente: 
 

 w = f 2SX − S#X3�p · aO = <SX + S#X=p� = 2S� + S#�3 − 2Sp + S#p3 = 
 = S + �� − 21 + 13 = S + �� − 2 = ��"�#��� . 

 �DG�:  f S#X · aO ⇒ � −O = aaO = −aG� ⇒ − f S� · aG = −S� = −S#X. 

 w = ��"�#���  F� ≅ 2,086 F�. 

 
********** 
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5º) Si llamamos . a la suma de todos los números pares menores que 1.001 y � a la 
suma de todos los múltiplos de 3 menores que 1.001, ¿cuánto vale . − �? 
 

---------- 
 
 Los números pares menores que 1.001 forman las siguiente progresión aritmé-
tica: ÷ 2, 4, 6,·····, 1.000, que tiene las siguientes características: 
 
 �� = 2;   a = 2;  �� = 1.000. 
 
 La fórmula del término general de una ÷ es �� = �� + 2% − 13 · a. 
 

 % = ��#�!� + 1 = �.ppp#�� + 1 = ^^+� + 1 = 499 + 1 = 500. 

 
 La suma de los términos de una ÷ es w� = �!"��� · %. 

 

 . = �!"��� · % = �"�.ppp� · 500 = �.pp�� · 500 = 501 · 500 = 250.500. 

 
 Los números múltiplos de tres menores que 1.001 forman las siguiente progre-
sión aritmética: ÷ 3, 6, 9,·····, 999, que tiene las siguientes características: 
 
 �� = 3;   a = 3;  �� = 999. 
 

 % = ��#�!� + 1 = ^^^#�� + 1 = ^^*� + 1 = 332 + 1 = 333. 

 

 � = �!"��� · % = �"^^^� · 333 = �.pp�� · 333 = 501 · 333 = 166.833. 

 . − � = 250.500 − 166.833 = 83.667. 
 

********** 
 


