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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberá escoger una de las 
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opción ele-
gida. Para la realización de esta prueba se puede utilizar calculadora científica, siempre 
que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo simbólico. Todas 
las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dada la función ���� = � ���	
��	
  � � < 0� · �	
 � � ≥ 0, donde L denota el logaritmo neperiano, 

se pide: 
 �� Estudiar la continuidad de � y calcular lim
→	� ����. 

 �� Calcular la recta tangente a la curva � = ���� en � = 2. 
 �� Calcular � �����	� · ��. 

---------- 
 ��  
 La función f(x) es continua ∀� ∈ ! − #0$, cuya continuidad vamos a estudiar. 
 
 Para que ���� sea continua en x = 0 es necesario que sus límites laterales sean 
iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 lim
→%& ���� = lim
→% ���	
��	
 = ��� = %� = 0             lim
→%' ���� = lim
→%�� · �	
� = %() = %� = 0 = ��0�* ⇒  

 lim
→%& ���� = lim
→%' ���� = ��0� ⇒ ���� �� �,-.-/� �- � = 0. 

 lim
→	� ���� = lim
→	� ���	
��	
 = �� ⇒ 0-��.. ⇒ #2′4,5.�6$ ⇒  



 

 

⇒ lim
→	�
&))&7	� = lim
→	� ��	
 = ��8� = �� = 0.  

 lim
→	� ���� = 0. 

 ��  
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es el valor de su primera 
derivada en ese punto: 
 
 Para x = 2 la función es ���� = � · �	
. 
 

 �9��� = 1 · �	
 − � · �	
 = �	
�1 − �� = �	
(7 . 

 

 ; = �9�2� = �	<(= = − >?@. 
 

 El punto de tangencia es: ��2� = 2 · �	<  ⇒ A B@, @?@D. 

 
 La expresión de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la si-
guiente: � − �% = ;�� − �%�. 
 

 � − <(= = − �(= �� − 2�;  �<� − 2 = −� + 2. 

 
 La ecuación de la recta tangente pedida es la siguiente: 
 !��.� .�-G�-.�: . ≡ � + �<� − 4 = 0. 

 ��  � �����	� · �� = � ���	
��	
%	� · �� + � � · �	
�% · �� = K + L.     (*) 

 

 K = � ���	
��	
%	� · �� ⇒ �2�1 − �� = −.�. = ��	
 · �� M � = 0 → . = 0� = −1 → . = 22N = � −.%�< · �. =  

 = � .�<% · �. = OP=< Q%
�< = ��<�=< − %=< = R@@@ = S. 

 
 L = � � · �	
�% · �� ⇒ T / = � → �/ = ���U = �	
 · �� → U = −�	
V ⇒   

 ⇒ W� · �−�	
� − � −�	
 · ��X%� = W−��	
 + � �	
 · ��X%� = W−��	
 − �	
X%� =  
 = W−�	
�� + 1�X%� = W�	
�� + 1�X�% = �%�0 + 1� − �	� · 2 = 1 − <( = ?	@? = Y. 



 

 

 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A y B: 
 � �����	� · �� = �=<< + (	<( = (·�=<8<(	Z<( . 

 � �����	� · �� = (·�=<8<(	Z<( . 

 
********** 

 
  



 

 

2º) �� Despeje X en la ecuación matricial [ · �\]�	� = K + [ · �]	�\	� − L�, 
siendo A, B, C, D matrices cuadradas invertibles. Expresar X de la forma más simple 
posible. 
 

�� Para K = ^2 0 −11 0 12 1 1 _, L = ^ 1 1 −1−1 0 11 1 1 _, determine Y tal que ` · L = K. 

 
---------- ��  

 Para la realización de este apartado es muy importante saber que la inversa del 
producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambiando el 
orden, es decir: �\]�	� = ]	�\	�. 
 [ · �\]�	� = K + [ · �]	�\	� − L� = K + [ · ]	�\	� − [ · L =  

 = K + [ · �\]�	� − [ · L. Eliminando los sumandos iguales:  
 
 [ · L = K.  Multiplicando los dos términos, por la derecha, por L	�: 
 
 [ · L · L	� = K · L	�;   [ · 0 = K · L	�. 
 [ = K · L	�. 
 ��  
 ` · L = K.  Multiplicando los dos términos, por la derecha, por L	�: 
 
 ` · L · L	� = K · L	�;   ` · 0 = K · L	�  ⇒  a = S · Y	>. 
 

Se obtiene la inversa de B por el método de Gauss-Jordan. 
 �L|0� = ^ 1 1 −1−1 0 11 1 1 c1 0 00 1 00 0 1_ ⇒ de< → e< + e�ef → ef − e�g ⇒  

 

⇒ ^1 1 −10 1 00 0 2 c 1 0 01 1 0−1 0 1_ ⇒ #e� → e� − e<$ ⇒ ^1 0 −10 1 00 0 2 c 0 −1 01 1 0−1 0 1_ ⇒  

 

⇒ hef → )=efi ⇒ ^1 0 −10 1 00 0 1 c0 −1 01 1 0&)= 0 )=
_ ⇒ #e� → e� + ef$ ⇒  

 

⇒ j1 0 00 1 00 0 1k	)= −1 )=1 1 0&)= 0 )=
l  ⇒  Y	> = >@ · ^−> −@ >@ @ m−> m >_. 



 

 

 Sustituyendo en el valor de Y el valor de L	� y operando: 
 

 ` = K · L	� = ^2 0 −11 0 12 1 1 _ · �< · ^−1 −2 12 2 0−1 0 1_ = �< · ^−1 −4 1−2 −2 2−1 −2 3_. 

 

` = �< · ^−1 −4 1−2 −2 2−1 −2 3_. 

 
********** 

 
  



 

 

3º) Dados los planos o� ≡ �� + � − p + 1 = 0 y o< ≡ � + �� + p − 2 = 0, deter-
mine, en caso de que existan, el valor o posibles valores del parámetro �, para cada 
uno de los siguientes supuestos: 
 �� Que o� y o< sean paralelos.   �� Que o� y o< sean perpendiculares. 
 �� Que la recta intersección de o� y o< sea perpendicular al plano q ≡ � = �. 
 

---------- ��  
Teniendo en cuenta sus términos independientes, la condición necesaria y sufi-

ciente para que los planos o� y o< sean paralelos es que sus vectores normales sean 
linealmente dependientes, o sea, que tengan proporcionales sus componentes. 

 
Los vectores normales de los planos son -�rrrr⃗ = ��, 1, −1�  y -<rrrr⃗ = �1, �, 1�. 
 t� = �t = 	�� ⇒ � = −1. 

 2,� 56�-,� o� � o< �,- 5�u�6�6,� 5�u� � = −1. 

 ��  
Para que los planos o� y o< sean perpendiculares es condición necesaria y sufi-

ciente que sus vectores normales los sean, o sea, que su producto escalar sea cero: 
 -�rrrr⃗ · -<rrrr⃗ = 0 ⇒  ��, 1, −1� · �1, �, 1� = 0;   � + � − 1 = 0;   2� = 1 ⇒ � = �<. 

 2,� 56�-,� o� � o< �,- 5�u5�-��/6�u�� 5�u� � = �<. 

 ��  

 La recta r intersección de los planos o� y o< es u ≡ d�� + � − p + 1 = 0� + �� + p − 2 = 0. 

 
 Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente 
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan: 
 

 -�rrrr⃗ × -<rrrr⃗ = c  w x� 1 −11 � 1 c =  − w + �<x − x + � − �w = 

 = �� + 1� − �� + 1�w + ��< − 1�x = �� + 1� − �� + 1�w + �� + 1��� − 1�x. 
 
 Un vector director de r es Uyrrr⃗ = �1, −1, � − 1�. 
 
 Un vector normal del plano q ≡ � = � es -zrrrr⃗ = �1, −1, 0�. 



 

 

 Para que la recta r intersección de o� y o< sea perpendicular al plano q ≡ � = � 
es necesario que el vector director de la recta y el vector normal del plano sean lineal-
mente dependientes, o sea, que sus componentes sean proporcionales: 
 �� = 	�	� = t	�% ⇒  t	�% = 1;   � − 1 = 0 ⇒ � = 1. 

 2� u��.� u � �6 56�-, q �,- 5�u5�-��/6�u�� 5�u� � = 1. 

 
 **********  

  



 

 

4º) Dado el punto {�2, 1, −1�, determine el punto {9 simétrico de P respecto al plano 
que pasa por los puntos K�0, 2, −1�, L�1, −3, 0� y \�2, 1, 1�. 
 

---------- 
  
 Los puntos K�0, 2, −1�, L�1, −3, 0� y \�2, 1, 1� determinan los vectores: 
 
 KLrrrrr⃗ = WL − KX = W�1, −3, 0� − �0, 2, −1�X = �1, −5, 1�. 
 
 K\rrrrr⃗ = W\ − KX = W�2, 1, 1� − �0, 2, −1�X = �2, −1, 2�. 
 
 La expresión implícita o general de plano o que contiene a los puntos A, B y C 

es la siguiente: o}K; KLrrrrr⃗ , K\rrrrr⃗ ~ ≡ c� � − 2 p + 11 −5 12 −1 2 c = 0; 
 −10� + 2�� − 2� − �p + 1� + 10�p + 1� + � − 2�� − 2� = 0;  
 −9� + 9�p + 1� = 0; −� + p + 1 = 0 ⇒  � ≡ � − � − > = m. 
 
 Un vector normal del plano π es -r⃗ = �1, 0, −1�. 
 
 La recta r, perpendicular a π que contiene al punto {�2, 1, −1� tiene la siguiente 

expresión dada por unas ecuaciones paramétricas: u ≡ �� = 2 + �   � = 1           p = −1 − �. 

 El punto Q intersección de r y π es el siguiente: 
 o ≡ � − p − 1 = 0
   u ≡ �� = 2 + �   � = 1           p = −1 − �� ⇒ �2 + �� + �1 + �� − 1 = 0; 
 2 + � + 1 + � − 1 = 0;   2� + 2 = 0 ⇒ � = −1. 
 

 
   � = 2 − 1 = 1                   � = 1p = −1 + 1 = 0�  ⇒ ��>, >, m�. 

 
 Para que P’ sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que: 
 {�rrrrr⃗ = �{′rrrrrrr⃗  ⇒  W� − {X = W{9 − �X; W�1, 1, 0� − �2, 1, −1�X = W��, �, p� − �1, 1, 0�X;   
 �−1, 0, 1� = �� − 1, � − 1, p�  ⇒  {′�0, 1, 1�. 
 

********** 

Q 

P’(x, y, z) 

r 

π 

P(2, 1, -1) 



 

 

OPCIÓN B 

1º) Dado el sistema de ecuaciones lineales: �3� + � + ;p = 1              � − � + 2p = −2              5� + �; + 1�� + 2p = 4, se pide: 

�� Discutirlo según los valores del parámetro m. 
 �� Resolverlo en el caso de m = 0. 
 �� Resolverlo en el caso de m = 2. 

----------  ��   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 K = ^3 1 ;1 −1 25 ; + 1 2 _ y K′ = ^3 1 ;1 −1 25 ; + 1 2    1−24 _. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro m es el siguiente: 
 |K| = c3 1 ;1 −1 25 ; + 1 2 c = −6 + ;�; + 1� + 10 + 5; − 6�; + 1� − 2 =  

 = 2 + ;< + ; + 5; − 6; − 6 = ;< − 4 = 0 ⇒  �> = −@, �@ = @. 
 {�u� T; ≠ −2; ≠ 2 V  ⇒ !�-G K = !�-G K9 = 3 = -º -�óG. ⇒ �. \. ]. 
 

{�u� ; = −2 ⇒ K9 = ^3 1 −21 −1 25 −1 2    1−24 _ ⇒ !�-G K′ ⇒ #\�, \<, \Z$ ⇒  

 

⇒ c3 1 11 −1 −25 −1 4 c = −12 − 1 − 10 + 5 − 6 − 4 ≠ 0 ⇒ ���� S9 = �. 

 {�u� ; = −2 ⇒ !�-G K = 2;  !�-G K9 = 3 ⇒ ��.�;� -�,;5�.�6�. 
 

{�u� ; = 2 ⇒ K′ = ^3 1 21 −1 25 3 2   1−24 _ ⇒ !�-G K′ ⇒ #e� ↔ e<$ ⇒  

 

⇒ ^1 −1 23 1 25 3 2   −214 _ ⇒ de< → e< − 3e�ef → ef − 5e�g ⇒ ^1 −1 20 4 −40 8 −8   −2714_ ⇒ #ef = −2e<$⇒ 

 ⇒ ���� S9 = @.  



 

 

{�u� ; = 2 ⇒ !�-G K = !�-G K9 = 2 < -º -�óG. ⇒ �. \. 0. 
 ��   
 Para ; = 0 el sistema resulta: 

           3� + � = 1� − � + 2p = −25� + � + 2p = 4�, que es compatible determi-

nado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = c � � %	< 	� <Z � <c
	Z = 	<8�	<8Z	Z = �	Z = −2. 

 

 � = cf � %� 	< <� Z <c
	Z = 	�<8�%	<Z	<	Z = − <�	Z = 7. 

 

 p = cf � �� 	� 	<� � Z c
	Z = 	�<8�	�%8�8�	Z	Z = − �Z	Z = �<. 

 �,6/�ó-: � = −2, � = 7, p = �<. 

 ��  

 Para ; = 2 el sistema resulta: 
  3� + � + 2p = 1 � − � + 2p = −25� + 3� + 2p = 4�, que es compatible indeter-

minado. Despreciando una ecuación (tercera) y haciendo p = �: 
 

 
3� + � = 1 − 2�� − � = −2 − 2�g  ⇒ 4� = −1 − 4� → � = − �Z − �. 

 � = � + 2 + 2� = − �Z − � + 2 + 2� = �Z + �. 

 �,6/�ó-: � = − �Z − �, � = �Z + �, p = �, ∀� ∈ !. 

 
********** 

  



 

 

2º) Se consideran los puntos K�0, 5, 3�, L�0, 6, 4�, \�2, 4, 2� y ]�2, 3, 1� y se pide: 
 �� Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el polígono ABCD es un 
paralelogramo. 
 �� Calcular el área de dicho paralelogramo. 
 �� Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyección sobre el plano 
ABCD es el punto medio del paralelogramo. 

---------- ��  
Los puntos A, B, C y D son coplanarios cuando el punto D pertenezca al plano π determinado por los puntos A, B y C. 
 
Los puntos K�0, 5, 3�, L�0, 6, 4�, \�2, 4, 2� determinan los vectores: 
 KLrrrrr⃗ = WL − KX = W�0, 6, 4� − �0, 5, 3�X = �0, 1, 1�. 
 K\rrrrr⃗ = W\ − KX = W�2, 4, 2� − �0, 5, 3�X = �2, −1, −1�. 

 

 o}K; KLrrrrr⃗ , K\rrrrr⃗ ~ ≡ c� � − 5 p − 30 1 12 −1 −1 c = 0; 
 −� + 2�� − 5� − 2�p − 3� + � = 0;   � − 5 − p + 3 = 0 ⇒ � ≡ � − � − @ = m. 
 o ≡ � − p − 2 = 0]�2, 3, 1�                 g ⇒ 3 − 1 − 2 = 0 ⇒ � ⇒ � ∈ �. 

 2,� 5/-.,� K, L, \ � ] �,- �,56�-�u,�, �,;, �� 5��í� �,;5u,��u. 

 
El polígono ABCD es un paralelogramo cuando se cumplan las siguientes igual-

dades de vectores: KLrrrrr⃗ = ]\rrrrr⃗  � K]rrrrr⃗ = L\rrrrr⃗ . 
 KLrrrrr⃗ = �0, 1, 1�. 
 ]\rrrrr⃗ = W\ − ]X = W�2, 4, 2� − �2, 3, 1�X = �0, 1, 1�. 
 K]rrrrr⃗ = W] − KX = W�2, 3, 1� − �0, 5, 3�X = �2, −2, −2�. 
 L\rrrrr⃗ = W\ − LX = W�2, 4, 2� − �0, 6, 4�X = �2, −2, −2�. 

 
 Como puede observarse, se cumple lo pedido: SYrrrrrr⃗ = ��rrrrrr⃗  � S�rrrrrr⃗ = Y�rrrrrr⃗ . 

 2,� 5/-.,� K, L, \ � ] �,u;�- /- 5�u�6�6,Gu�;,, �.  . �. 

A 

D 

B 

C 



 

 

��  
El área de un paralelogramo es el módulo del producto vectorial de los dos vec-

tores que lo determinan: 
 

 �¡¢£¤ = ¥KLrrrrr⃗ × K]rrrrr⃗ ¥ = ¦ w x0 1 12 −2 −2¦ = 2 · ¦ w x0 1 11 −1 −1¦ = 

 = 2 · |− + w − x + | = 2 · |w − x| = 2 · §1< + �−1�< = 2 · √1 + 1   ⇒   
 �¡¢£¤ = 2√2 /<. 

 ��  
El lugar geométrico de los puntos P cuya proyección sobre el plano ABCD es el 

punto medio Q del paralelogramo es la recta r, perpendicular al plano π, (que es el que 
contiene a los puntos dados), que pasa por el centro del paralelogramo. 

 
El punto medio del paralelogramo es el punto medio del segmento K\ (o también 

el punto medio del segmento L]): 
 K�0, 5, 3�\�2, 4, 2�g  ⇒ � B>, ©@ , ª@D. 

 
Un vector normal del plano o ≡ � − p − 2 = 0 es -r⃗ = �0, 1, −1�. 

 

2/G�u G�,;é.u�, 5���,:  u ≡ ¬� = 1       � = < + �p = �< − � , ∀� ∈ !. 

 
********** 

  



 

 

3º) �� Determine el polinomio ����, sabiendo que �999��� = 12, para todo � ∈ ! y 
además verifica: ��1� = 3; �9�1� = 1; �99�1� = 4. 
 �� Determine el polinomio G���, sabiendo que G99��� = 6, para todo � ∈ ! y además 

verifica: � G����% · �� = 5, � G���<% · �� = 14. 
 

---------- ��  
 Por ser que �999��� = 12, el polinomio ���� es de tercer grado. 
 
 Sea el polinomio pedido ���� = ��f + ��< + �� + �. 
 
 �9��� = 3��< + 2�� + �. �99��� = 6�� + 2�. �999��� = 6�. 
 
 �999��� = 12 ⇒ 6� = 12 ⇒ � = @. 
 
 �99�1� = 4 ⇒ 6 · 2 · 1 + 2� = 4;   12 + 2� = 4;   6 + � = 2 ⇒ ® = −¯. 
 
 �9�1� = 1 ⇒  3 · 2 · 1< + 2 · �−4� · 1 + � = 1;   6 − 8 + � = 1 ⇒ ° = �. 
 
 ��1� = 3 ⇒ 2 · 1f − 4 · 1< + 3 · 1 + � = 3;   2 − 4 + 3 + � = 3 ⇒ ± = @. 
 ���� = 2�f − 4�< + 3� + 2. 

 ��  
 Por ser G99��� = 6, el polinomio G��� es un polinomio de segundo grado. 
 
 Sea G��� = ��< + �� + �.  
 G9��� = 2�� + �.  G99��� = 2�. 
 
 G99��� = 6 ⇒ 2� = 6 ⇒ � = �.   
 

El polinomio resulta: G��� = 3�< + �� + �.  
 

 � G����% · �� = 5 ⇒  � �3�< + �� + ���% · �� = Of
²f + ³
=< + ��Q%
� = 

 = B1f + ³·�=< + � · 1D − 0 = 5;   1 + ³< + � = 5;   2 + � + 2� = 10;   ® + @° = ´.   (1) 

 

 � G���<% · �� = 14 ⇒  � �3�< + �� + ��<% · �� = O�f + ³
=< + ��Q%
< = 

 



 

 

= B2f + ³·<=< + 2�D − 0 = 14;   8 + 2� + 2� = 14;   4 + � + � = 7;   ® + ° = �.   (2) 

 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 � + 2� = 8  � + � = 3V   � + 2� = 8  −� − � = −3V  ⇒ ° = ª, ® = −@. 

 G��� = 3�< − 2� + 5. 

 
 **********  

  



 

 

4º) Estudie la continuidad y la derivabilidad de la función ���� = d  0    �   � ≤ 0|�2�| � � > 0, 

donde L denota el logaritmo neperiano. 
 

---------- 
 
 Teniendo en cuenta que 2� < 0 ⇒ 0 < � < 1 y que 2� > 0 ⇒ � > 1, la función 

���� puede redefinirse de la forma ���� = �   0      �     � ≤ 0−� · 2�  �  0 < � < 1� · 2�   �   � ≥ 1 . 

 
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto. 
 
 La función ���� es continua en R, excepto para x = 0 y para x = 1 cuya conti-
nuidad es dudosa y se va a determinar. 
 
 Una función es continua en un punto cuando se cumple que sus límites por la 
izquierda y por la derecha son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

{�u� � = 0 ⇒  � lim
⟶%& ���� = lim
⟶% = 0 = ��0�            lim
⟶%' ���� = lim
⟶%�−� · 2�� = 0   �∗�� ⇒  

 �∗�   lim
⟶%�−� · 2�� = − lim
⟶%�� · 2�� = −0 · �−∞� ⇒ 0-�. ⇒ − lim
⟶% �
)7 = − 	�� ⇒  

⇒ 0-�. ⇒  #2′4,5.�6$ ⇒ − lim
⟶%
)7&)7= = lim
⟶%� = m. 

 lim
⟶%& ���� = lim
⟶%' = ��0� ⇒ º��� ?» °¼�½¾�¿� ?� � = m. 

 

{�u� � = 1 ⇒  � lim
⟶�& ���� = lim
⟶��−� · 2�� = 0           lim
⟶�' ���� = lim
⟶��� · 2�� = 0 = ��0�� ⇒  

 lim
⟶�& ���� = lim
⟶�' = ��1� ⇒ º��� ?» °¼�½¾�¿� ?� � = >. 

 
 Para que la función sea derivable para x = 0, sus derivadas laterales en ese punto 
tienen que ser iguales: 
 

 �′��� = �      0        �       � ≤ 0−1 − 2�  �  0 < � < 11 + 2�   �      � ≥ 1   ⇒  �9�0	� = 0    �9�08� = +∞g ⇒ �′�0	� ≠ �′�08� ⇒ 
 ���� -, �� ��uU��6� �- � = 0. 



 

 

�′��� = �      0        �       � ≤ 0−1 − 2�  �  0 < � < 11 + 2�   �      � ≥ 1   ⇒  �9�1	� = −1�9�18� = 1   g ⇒ �′�1	� ≠ �′�18� ⇒ 
 ���� -, �� ��uU��6� �- � = 1. 
 

********** 
 


