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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 

 

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberá escoger uno de las 

dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opción ele-

gida. Para la realización de esta prueba se puede utilizar calculadora científica, siempre 

que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo simbólico. Todas 

las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 

 

 

OPCIÓN A 

 

1º) Dado el sistema de ecuaciones lineales: {

−𝑚𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑚𝑦 + 3𝑧 = 4   
2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 0    

, se pide: 

𝑎) Discutirlo según los valores del parámetro m. 

 

𝑏)  Resolverlo en el caso m = 0. 

 

𝑐)  Resolverlo en el caso m = 2. 

----------  

𝑎)  

 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 𝑀 = (
−𝑚 𝑚 1
1 −𝑚 3
2 −2 −1

) y 𝑀′ = (
−𝑚 𝑚 1
1 −𝑚 3
2 −2 −1

    
0
4
0
). 

 

 El rango de M en función del parámetro m es el siguiente: 

 

 |𝑀| = |
−𝑚 𝑚 1
1 −𝑚 3
2 −2 −1

| = −𝑚2 − 2 + 6𝑚 + 2𝑚 − 6𝑚 + 𝑚 = 

 

= −𝑚2 + 3𝑚 − 2 = 0;𝑚2 − 3𝑚 + 2 = 0;  𝑚 =
3±√9−8

2
=

3±1

2
⇒ 𝒎𝟏 = 𝟏; 𝒎𝟐 = 𝟐.  

 



𝑃𝑎𝑟𝑎 {
𝑚 ≠ 1
𝑚 ≠ 2

} ⇒ 𝑅𝑎𝑛 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛 𝑀′ = 3 = 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔.⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷.  

 

 Para m = 1 es 𝑀′ = (
−1 1 1
1 −1 3
2 −2 −1

    
0
4
0
) ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ⇒ {𝐶1, 𝐶3, 𝐶4}  ⇒ 

 

⇒ |
−1 1 0
1 3 4
2 −1 0

| = 8 − 4 = 4 ≠ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛 𝑀 = 2;  𝑅𝑎𝑛 𝑀′ = 3 ⇒ 𝐼𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

 Para m = 2 es 𝑀′ = (
−2 2 1
1 −2 3
2 −2 −1

    
0
4
0
) ⇒ {𝐹1 = −𝐹3} ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 2. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛 𝑀′ = 2 < 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔.⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

 

𝑏)  

Para m = 0 el sistema es {
𝑧 = 0                     
𝑥 + 3𝑧 = 4          
2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 0

, que es compatible determinado y 

cuya solución es: 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 = 4, 𝑦 = 4, 𝑧 = 0. 

 

𝑐)  

 Para m = 2 el sistema es {

−2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 4   
2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 0    

, que es compatible indeterminado, 

según el apartado anterior y es equivalente al sistema: 
𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 4
2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 0

}. 

 

 Haciendo z = λ:  
  𝑥 − 2𝑦 = 4 − 3𝜆
2𝑥 − 2𝑦 = 𝜆           

}  
 −𝑥 + 2𝑦 = −4 + 3𝜆
2𝑥 − 2𝑦 = 𝜆            

} ⇒ 𝑥 = −4 + 4𝜆. 

 

 2𝑥 − 2𝑦 = 𝜆 ; −8 + 8𝜆 − 2𝑦 = 𝜆;   2𝑦 = −8 + 7𝜆 ⇒ 𝑦 = −4 +
7

2
𝜆. 

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: {
𝑥 = −4 + 4𝜆  
𝑦 = −4 + 7

2
𝜆  

𝑧 = 𝜆               

, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

 

********** 

 

 

 



2º) La recta r pasa por P (2, -1, 0) y tiene vector director 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, 𝜆, −2); la recta s pasa 

por Q (1, 0, -1) y tiene vector director 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = (2, 4, 2). 

 

𝑎) Calcular λ > 0 para que la distancia entre r y s sea 
9

√59
. 

 

𝑏) Calcular λ para que r sea perpendicular a la recta que pasa por P y Q. 

 

---------- 

𝑎)  

 Por ser los vectores directores de las rectas linealmente independientes, ∀𝜆 ∈ 𝑅, 

las rectas r y s se cruzan (en el caso de que se cortaran, la distancia entre ellas sería 

cero, y no es el caso). 

 

 Para hallar la distancia entre las rectas r y s hacemos lo siguiente: 

 

En primer lugar determinamos el vector �⃗⃗�  que tiene como origen un punto P de 

r y como extremo el punto Q de s: 

 

�⃗⃗� = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [𝑄 − 𝑃]  = [(1, 0,−1) − (2,−1, 0)] = (−1, 1, −1). 

 

 Se determina un paralelepípedo cuyas dimensiones son los vectores directores 

de las rectas 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ y 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ y el vector �⃗⃗� . 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 Para una mejor comprensión se hace el esquema adjunto. 

 

 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 

parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base 

por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas. 

 

 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 

 

 𝑉 = 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ ·  (𝑣𝑠⃗⃗  ⃗  ×  �⃗⃗� ) = |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗  ×  𝑣𝑠⃗⃗  ⃗| · ℎ = |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗  ×  𝑣𝑠⃗⃗  ⃗| · 𝑑 ⇒ 𝑑 =
|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ · (𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� )|

|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗  × 𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗ |
. 

 

 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗  ×  𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 𝜆 −2
2 4 2

| = 2𝜆𝑖 − 4𝑗 + 4𝑘 − 2𝜆𝑘 + 8𝑖 − 2𝑗 = 

𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ 

𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ 
�⃗⃗�  

d 

h 
s 

P 
r 

Q 



= (𝟐𝝀 + 𝟖)𝒊 − 𝟔𝒋 + (𝟒 − 𝟐𝝀)𝒌. 

 

𝑑 =
|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ · (𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗  × �⃗⃗⃗� )|

|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗  × 𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗ |
=

‖
1 𝜆 −2
2 4 2
−1 1 −1

‖

√(2𝜆+8)2+(−6)2+(4−2𝜆)2
=

|−4−4−2𝜆−8−2+2𝜆|

√4𝜆2+32𝜆+64+36+16−16𝜆+4𝜆2
=  

 

=
|−18|

√8𝜆2+16𝜆+116
=

|−18|

2√2𝜆2+4𝜆+29
=

9

√2𝜆2+4𝜆+29
=

9

√59
 ⇒  √2𝜆2 + 4𝜆 + 29 = √59;   

 

2𝜆2 + 4𝜆 + 29 = 59;  2𝜆2 + 4𝜆 − 30 = 0;  𝜆2 + 2𝜆 − 15 = 0;   𝜆 =
−2±√4+60

2
=   

 

=
−2±8

2
= −1 ± 4 ⇒  𝝀𝟏 = −𝟓, 𝝀𝟐 = 𝟑. Como es λ > 0: 

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝜆 = 3. 

 

𝑏)  

 La recta que pasa por P y Q tiene como vector director 𝑣𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1, 1,−1). 

 

 Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores, o sea, 

cuando el producto escalar de sus vectores directores es cero: 

 

 𝑣𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ · 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = 0  ⇒   (−1, 1, −1) · (1, 𝜆, −2) = 0; −1 + 𝜆 + 2 = 0 ⇒  𝝀 = −𝟏. 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑎𝑠𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑃 𝑦 𝑄 𝑒𝑠 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜆 = −1. 

 

********** 

  



3º) 𝑎) Estudiar el crecimiento de la función 𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3. 

 

𝑏) Demostrar que la ecuación 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = 0 tiene una única solución real 

y localizar un intervalo de longitud 1 que la contenga. 

 

---------- 

𝑎)  

 Una función es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada 

es positiva o negativa, respectivamente. 

 

         𝑓′(𝑥) = 2 + 6𝑥 + 12𝑥2.  𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 2 + 6𝑥 + 12𝑥2 = 0; 6𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0; 

 

𝑥 =
−1±√1−24

2
⇒ 𝑥 ∉ 𝑅 ⇒ 6𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0, ∀𝒙 ∈ 𝑹. 

 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑠 𝑚𝑜𝑛ó𝑡𝑜𝑛𝑎 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑠 𝑠𝑢 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜, 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠 𝑅. 

 

𝑏)  
 La condición de monotonía de la función indica, necesariamente, que la función 

𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 no puede tener más de una raíz real. 

 

 Aplicando el teorema de Bolzano al intervalo [−2, 2]: 
 

 𝑓(−2) = 1 + 2 · (−2) + 3 · (−2)2 + 4 · (−2)3 = 1 − 4 + 12 − 32 < 0. 

 

 𝑓(2) = 1 + 2 · 2 + 3 · 22 + 4 · 23 = 1 + 4 + 12 + 32 > 0. 

 

 De lo anterior se deduce que el valor de la raíz es −2 < 𝑥 < 2. 

 

 Para solucionar el ejercicio basta con reducir el intervalo hasta que sea de longi-

tud menor que 1. 

 

 𝑓(0) = 1 > 0 ⇒  −2 < 𝑥 < 0. 

 

 𝑓(−1) = 1 + 2 · (−1) + 3 · (−1)2 + 4 · (−1)3 = 1 − 2 + 3 − 4 < 0. 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑎í𝑧 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 𝑒𝑠 − 1 < 𝑥 < 0 . 

 

********** 

  



4º) 𝑎) Calcular la integral definida ∫ (1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥
4

1
. 

 

𝑏) Calcular lim
𝑥→+∞

[(1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥] y lim
𝑥→−∞

[(1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥]. 

 

---------- 

𝑎)  

 En primer lugar hacemos la integral indefinida 𝐼 = ∫(1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥: 

 

 𝐼 = ∫(1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥  ⇒  {
1 − 𝑥 = 𝑢 → 𝑑𝑢 = −𝑑𝑥

𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = −𝑒−𝑥}  ⇒  

 

⇒ (1 − 𝑥) · (−𝑒−𝑥) − ∫−𝑒−𝑥 · (−𝑑𝑥) = (𝑥 − 1) · 𝑒−𝑥 − ∫𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 =  

 

= (𝑥 − 1) · 𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 + 𝐶 = 𝒙 · 𝒆−𝒙 + 𝑪. 

 

 ∫ (1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥
4

1
= [𝑥 · 𝑒−𝑥]1

4 = (4 · 𝑒−4) − (𝑒−1) =
4

𝑒4
−

1

𝑒
=

4−𝑒3

𝑒4
. 

 

∫ (1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥
4

1
=

4−𝑒3

𝑒4
. 

 

𝑏)  

lim
𝑥→+∞

[(1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥] = lim
𝑥→+∞

1−𝑥

𝑒𝑥
=

−∞

∞
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡.⇒ {𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒  

 

⇒ lim
𝑥→+∞

−1

𝑒𝑥
=

−1

∞
= 0. 

 

lim
𝑥→−∞

[(1 − 𝑥) · 𝑒−𝑥] = lim
𝑥→−∞

1+∞

𝑒−∞
= ∞ · 𝑒∞ = ∞ · ∞ = ∞. 

 

********** 

  



OPCIÓN B 

 

1º) Dada la función 𝑓(𝑥) = {
𝑎 + 𝑥 · 𝐿𝑥, 𝑠𝑖 𝑥 > 0

𝑥2 · 𝑒𝑥,   𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0
, (donde L denota logaritmo nepe-

riano y ɑ es un número real) se pide: 

 

𝑎) Calcular el valor de ɑ para que f(x) sea continua en todo R. 

 

𝑏) Calcular f’(x) donde sea posible. 

 

𝑐) Calcular ∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥
0

−1
. 

---------- 

 

𝑎)  

 La función 𝑓(𝑥) = {
𝑎 + 𝑥 · 𝐿𝑥, 𝑠𝑖 𝑥 > 0

𝑥2 · 𝑒𝑥,   𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0
 es continua en su dominio, que es R, 

excepto para x = 0 cuya continuidad vamos a forzar calculando el valor adecuado del 

parámetro ɑ. 

 

         lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(𝑎 + 𝑥 · 𝐿𝑥) =𝑎 + lim
𝑥→0−

(𝑥 · 𝐿𝑥) =𝑎 + [0 · (−∞)] ⇒ 𝐼𝑛𝑑.⇒  

 

⇒ lim
𝑥→0−

𝐿𝑥
1

𝑥

=
−∞

−∞
⇒ 𝐼𝑛𝑑.⇒ {𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} ⇒ lim

𝑥→0−

1

𝑥

−
1

𝑥2

= − lim
𝑥→0−

 𝑥 = 0 ⇒  

 

⇒ lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝒂. 

 

         lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑥2 · 𝑒𝑥) = 0 · 𝑒0 = 0 · 1 = 𝟎 = 𝒇(𝟎). 

 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)   ⇒   𝑎 = 0. 

 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑅 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 = 0. 

 

𝑏)  

 La función resulta: 𝑓(𝑥) = {
𝑥 · 𝐿𝑥, 𝑠𝑖 𝑥 > 0    

𝑥2 · 𝑒𝑥,   𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0
. 

 

 Siendo 𝑔(𝑥) = 𝑥 · 𝐿𝑥 es 𝑔′(𝑥) = 1 · 𝐿𝑥 + 𝑥 ·
1

𝑥
= 𝟏 + 𝑳𝒙. 

 

 Siendo ℎ(𝑥) = 𝑥2 · 𝑒𝑥 es ℎ′(𝑥) = 2𝑥 · 𝑒𝑥 + 𝑥2 · 𝑒𝑥 = 𝒙𝒆𝒙(𝟐 + 𝒙). 

 

 Teniendo en cuenta lo anterior: 𝑓′(𝑥) = {
      1 + 𝐿𝑥    𝑠𝑖 𝑥 > 0
𝑥𝑒𝑥(2 + 𝑥)  𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

. 

  

 



𝑐)  

∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥
0

−1
= ∫ 𝑥2 · 𝑒𝑥 · 𝑑𝑥

0

−1
. 

 

Para el cálculo de la integral definida, calculamos en primer lugar la integral 

indefinida. 

 

𝐴 = ∫𝑥2𝑒𝑥 · 𝑑𝑥 ⇒ {𝑢 = 𝑥2 → 𝑑𝑢 = 2𝑥 · 𝑑𝑥
𝑒𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑒𝑥} ⇒ 𝑥2 · 𝑒𝑥 − ∫𝑒𝑥 · 2𝑥 · 𝑑𝑥 =  

 

= 𝑥2 · 𝑒𝑥 − 2 · ∫ 𝑒𝑥 · 𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝒙𝟐 · 𝒆𝒙 − 𝟐 · 𝑩. 

 

𝐵 = ∫𝑒𝑥 · 𝑥 · 𝑑𝑥 ⇒ {
𝑢 = 𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑒𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑒𝑥} ⇒ 𝑥 · 𝑒𝑥 − ∫𝑒𝑥 · 𝑑𝑥 =  

 

= 𝑥 · 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶 = 𝒆𝒙(𝒙 − 𝟏) + 𝑪. 

 

 Sustituyendo el valor obtenido de B en la expresión de A: 

 

 𝐴 = 𝑥2 · 𝑒𝑥 − 2 · 𝑒𝑥(𝑥 − 1) + 𝐶 = 𝒆𝒙(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐) + 𝑪. 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

−1
= [𝑒𝑥(𝑥2 − 2𝑥 + 2)]−1

0 = [𝑒0(0 − 0 + 2)] − [𝑒−1(1 + 2 + 2)] =  

 

= 2 −
5

𝑒
=

2𝑒−5

𝑒
. 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

−1
=

2𝑒−5

𝑒
. 

 

********** 

  



2º) Dados los puntos P (-1, -1, 1) y Q (1, 0, 2) y los planos 𝜋1 ≡ 𝑥 − 𝑧 = 0, 𝜋2 ≡ 𝑚𝑦 −
6𝑧 = 0, 𝜋3 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 𝑚𝑧 = 0, se pide: 

 

𝑎) Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta. 

 

𝑏) Para m = 3, hallar la ecuación del plano que contiene al punto P y es perpendicular 

a la recta de intersección de los planos π1 y π2. 

 

𝑐) Hallar la distancia entre los puntos Q y P’, siendo P’ el punto simétrico de P respecto 

al plano π1. 

---------- 

𝑎)  

 Para el caso general de tres planos que determinan las matrices de coeficientes y 

ampliada M y M’, respectivamente, se presentan los siguientes casos: 

 

1º.  --  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 
 

2º.  --  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑎 𝑑𝑜𝑠. 
 

3º.  --  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 
 

4º.  --  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠. 
 

5º.  --  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 = 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ = 1 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 
 

 En el caso que nos ocupa, los tres planos carecen de término independiente por 

lo cual las matrices de coeficientes y ampliada son iguales a efectos de rango; la matriz 

de coeficientes es 𝑀 = (
1 0 −1
0 𝑚 −6
1 1 −𝑚

). 

 

 Para que los tres planos se corten en una recta es necesario que se anule el deter-

minante de la matriz, teniendo en cuenta que |
1 0
1 1

| ≠ 0 es un menor complementario 

de la matriz de coeficientes. 

 

 |𝑀| = |
1 0 −1
0 𝑚 −6
1 1 −𝑚

| = 0; −𝑚2 + 𝑚 − 6 = 0;  𝑚2 − 𝑚 + 6 = 0. 

 

𝑚 =
1±√1+24

2
=

1±√25

2
=

1±5

2
⇒ 𝒎𝟏 = −𝟐,𝒎𝟐 = 𝟑. 

 

𝐿𝑜𝑠 𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = −2 𝑦 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 = 3. 

 

𝑏)  

 Para m = 3 los planos 𝜋1 ≡ 𝑥 − 𝑧 = 0 y 𝜋2 ≡ 𝑚𝑦 − 6𝑧 = 0 determinan la recta 



r de ecuación 𝑟 ≡ {
𝑥 − 𝑧 = 0

3𝑦 − 6𝑧 = 0
, equivalente a 𝑟 ≡ {

𝑥 − 𝑧 = 0
𝑦 − 2𝑧 = 0

. 

 

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del 

producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son 

los siguientes: 𝑛1⃗⃗⃗⃗ = (1, 0, −1) y 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = (0, 1, −2). 

 

𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = 𝑛1⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 0 −1
0 1 −2

| = 𝑘 + 𝑖 + 2𝑗 ⇒  𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, 2, 1). 

  

 El haz de planos perpendiculares a r es 𝛽 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 + 𝐷 = 0; de estos infi-

nitos planos, el plano 𝜋 pedido es el que contiene al punto P (-1, -1, 1): 

 

         
𝛽 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 + 𝐷 = 0

𝑃(−1,−1, 1)                            
} ⇒ −1 − 2 + 1 + 𝐷 = 0; −2 + 𝐷 = 0 ⇒ 𝑫 = 𝟐. 

 

𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 + 2 = 0. 

 

𝑐)  

 La recta s perpendicular al plano 𝜋1 y que contiene a P(-1, -1, 1) tiene la siguiente 

expresión dada por unas ecuaciones paramétricas: 𝑠 ≡ {
𝑥 = −1 + 𝜇
𝑦 = −1       
𝑧 = 1 − 𝜇   

. 

 

 El punto F, intersección de la recta s con el plano 𝜋1 es la solución del sistema 

que forman: 

 

     

𝜋1 ≡ 𝑥 − 𝑧 = 0

𝑠 ≡ {
𝑥 = −1 + 𝜇
𝑦 = −1       
𝑧 = 1 − 𝜇   

} ⇒ −1 + 𝜇 − 1 + 𝜇 = 0; 2𝜇 − 2 = 0 → 𝜇 = 1 ⇒ 𝑭(𝟎,−𝟏, 𝟎). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑃𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⇒  [𝐹 − 𝑃] = [𝑃′ − 𝐹]  ⇒ 

F P’ s 

𝜋1 

P(-1, -1, 1) 



⇒ [(0,−1, 0) − (−1,−1, 1)] = [(𝑥, 𝑦, 𝑧) − (0,−1, 0)];  
 

(1, 0, −1) = (𝑥, 𝑦 + 1, 𝑧) ⇒ {
𝑥 = 1

𝑦 = −1
𝑧 = −1

}  ⇒ 𝑃′(1,−1,−1). 

 

 Siendo 𝑄(1, 0, 2) es:  

 

𝑃′𝑄 = √(1 − 1)2 + (0 + 1)2 + (2 + 1)2 = √0 + 1 + 9 = √10 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠. 

 

********** 

 

 

 

  



3º) Sabiendo que |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
1 2 3

| = 3 y usando las propiedades de los determinantes, cal-

cular el valor de los siguientes determinantes: 

 

𝑎)  |
2𝑎 − 2𝑏 𝑐 5𝑏
2𝑑 − 2𝑒 𝑓 5𝑒

−2 3 10
|.   𝑏)  |

𝑎 − 1 𝑏 − 2 2𝑐 − 6
2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

|. 

 

---------- 

𝑎)   

|
2𝑎 − 2𝑏 𝑐 5𝑏
2𝑑 − 2𝑒 𝑓 5𝑒

−2 3 10
| = |

2𝑎 𝑐 5𝑏
2𝑑 𝑓 5𝑒
2 3 10

| + |
−2𝑏 𝑐 5𝑏
−2𝑒 𝑓 5𝑒
−4 3 10

| = 𝐴 + 𝐵. 

 

         𝐴 = |
2𝑎 𝑐 5𝑏
2𝑑 𝑓 5𝑒
2 3 10

| = 2 · 5 · |
𝑎 𝑐 𝑏
𝑑 𝑓 𝑒
1 3 2

| = −10 · |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
1 2 3

| = −10 · 3 = −𝟑𝟎.  

 

𝐵 = |
−2𝑏 𝑐 5𝑏
−2𝑒 𝑓 5𝑒
−4 3 10

| = −2 · 5 · |
𝑏 𝑐 𝑏
𝑒 𝑓 𝑒
2 3 2

| = 10 · 0 = 0. 

  

|
2𝑎 − 2𝑏 𝑐 5𝑏
2𝑑 − 2𝑒 𝑓 5𝑒

−2 3 10
| = −30. 

 

𝑏)   

 |
𝑎 − 1 𝑏 − 2 2𝑐 − 6

2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| = |
𝑎 𝑏 2𝑐
2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| + |
−1 −2 −6
2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| = 𝑀 + 𝑁. 

 

𝑀 = |
𝑎 𝑏 2𝑐
2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| = 2 · |
𝑎 𝑏 𝑐
2 4 6
𝑑 𝑒 𝑓

| = 4 · |
𝑎 𝑏 𝑐
1 2 3
𝑑 𝑒 𝑓

| = −4 · |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
1 2 3

| =  

 

= −4 · 3 = −𝟏𝟐. 

 

𝑁 = |
−1 −2 −6
2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| = − |
1 2 6
2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| = −2 · |
1 2 3
2 4 6
𝑑 𝑒 𝑓

| = −2 · 0 = 𝟎. 

 

|
𝑎 − 1 𝑏 − 2 2𝑐 − 6

2 4 12
𝑑 𝑒 2𝑓

| = −12. 

 



 En la realización de los dos apartados del ejercicios se han utilizado las siguien-

tes propiedades de los determinantes: 

 

1ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos 

sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha 

línea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-

tos iguales a los del determinante inicial. 

 

2ª.- Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es 

cero. 

 

3ª.- Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 

 

4ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se multiplican o dividen 

por un número su valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 

 

********** 

 

  



4º) Dada la matriz 𝐴 = (
3 1
1 0

), hallar todas las matrices 𝐵 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) que conmutan 

con A, es decir, que cumplan A · B = B · A. 

 

---------- 

 

 𝐴 · 𝐵 = 𝐵 · 𝐴 ⇒  (
3 1
1 0

) · (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) · (
3 1
1 0

) ; 

 

(
3𝑎 + 𝑐 3𝑏 + 𝑑

𝑎 𝑏
) = (

3𝑎 + 𝑏 𝑎
3𝑐 + 𝑑 𝑐

)  ⇒  
           𝑏 = 𝑐
3𝑏 + 𝑑 = 𝑎
3𝑐 + 𝑑 = 𝑏

}

→ 𝑑 = −2𝑐

⇒ 3𝑐 − 2𝑐 = 𝑎;  

 

𝑎 = 𝑏 = 𝑐; 𝑑 = −2𝑐. 

 

𝐿𝑎𝑠 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠 𝑝𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝐵 = (
𝑎 𝑎
𝑎 −2𝑎

). 

 

********** 

 


