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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. Todas las respuestas debe-
rán estar debidamente justificadas. 
 

OPCIÓN A 
 

1º) Dada la matriz 
















−−
−

=
a

a

aa

A

12

11

22 2

: 

 
a ) Calcular el rango de A en función de los valores de α. 
 

b ) En el caso de α = 2, discutir el sistema 
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·  en función de los valores de b, y 

resolverlo cuando sea posible. 
 

c ) En el caso de α = 1, resolver el sistema 
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b )  

Para α = 2, el sistema 
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tema de ecuaciones: 
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Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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Veamos el rango de A’ en función de b: 
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 Para b = 3 → Rango A’ = 2. Para b ≠ 3 → Rango A’ = 3. 
 

leIncompatibARangoARangobPara ⇒≠=⇒≠ 3'3  

 
adoerInCompatibleincógnARangoARangobPara mindet.º2'3 ⇒<==⇒=  

 
 Resolvemos para b = 3, en cuyo caso el sistema es compatible indeterminado es 

el siguiente: 
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que el sistema resulta: 
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c ) 

Para α = 1 el sistema 
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sistema: 
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2º) a ) Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres 

vértices en las intersecciones de las rectas zyxr ==≡1 , 
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plano 24732 =++≡ zyxπ . 
 

b )Hallar la recta s que corta perpendicularmente a las rectas 
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a ) 
 Los puntos de intersección del plano 24732 =++≡ zyxπ con cada una de las rectas  
son los siguientes: 
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 Los vectores que determinan el tetraedro son:  
 

( ) ( ) ( )0,8,0;;0,0,12;;2,2,2 === OCOBOA  

 
 Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, será: 
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b )  
 Los vectores directores de r4 y r5 son ( )2,2,14 −=v  y ( )1,3,25 −=v . 
 
 La recta s pedida, por ser perpendicular a r4 y r5, tiene como vector director a w , 
que es el producto vectorial de los vectores directores de r4 y r5:  
 



 

 ( ) ( ) ( ) =++−+−−=
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( ) ( ) wkji =−−=−−= 1,3,434 . 

 
 La recta s es la intersección de los planos π , que contiene a r4 y tiene como vec-
tores directores al vector director de r4 y al vector w , y el plano 'π , que contiene a r5 y 

tiene como vectores directores al vector director de r5 y al vector w . 
 
 Un punto de r4 es A(-1, 5, -1). 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;01115718;;051618581312 =+−−−+−=−++−+−−−+−+− zyxyxzyzx  

 
01611780111135788 =−++≡⇒=++−++ zyxzyx π . 

 
 Un punto de r5 es B(0, -1, 1). 
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( ) ( ) 0893'09913;;0118126 =−++≡⇒=−+++=−−+−− zyxzyxzyx π . 

 
 La expresión por dos ecuaciones implícitas de s es: 
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3º) a ) Calcular la integral: ∫ +=
3
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2 ·54 dxxxI . 

 
b ) Hallar los valores mínimo y máximo absolutos de la función ( ) 2312 xxf −= . 
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b )  

La función ( ) 2312 xxf −=  está definida en el intervalo [ ]2,2−  y es continua en su 
dominio. 

 
Por ser ( ) ( )xfxf −=  la función es simétrica con respecto al eje Y. 
 
Una función tiene un máximo o mínimo relativo para los valores que anulan su 

primera derivada: 
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Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos hay que recurrir a la se-

gunda derivada; si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un mí-
nimo relativo y si es positiva, de un máximo relativo. 
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Por ser una función continua y tener un solo máximo relativo, éste es un máximo 

absoluto. 
 

( ) ( )32,0:32120120 AabsolutoMáximof ⇒==−= . 

 
Por tratarse de una función continua y simétrica con respecto a Y, la función tiene 

dos puntos mínimos absolutos en sus extremos, que son los siguientes: 
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4º) a ) Calcular el siguiente límite: 
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x

x

lím

++∞→
. 

 
b ) Demostrar que la ecuación 034 5 =++ mxx  sólo tiene una raíz real, cualquiera que sea 
el número m. Justificar la respuesta indicando qué teoremas se usan. 
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b ) 
 Una función es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva o negativa, 
respectivamente. 
  
 Considerando la función ( ) mxxxf ++= 34 5 , su derivada es ( ) 320 4 += xxf , que es 
mayor de cero para cualquier valor real de x, lo cual significa que la función f(x) es mo-
nótona creciente en su dominio. 
 
 La función ( ) mxxxf ++= 34 5 , por ser polinómica, es continua y derivable en su 
dominio, que es R. 
 
 De lo anterior se deduce que, necesariamente, corta al eje de abscisas en un solo 
punto lo que justifica que 
 

La ecuación 4x5 + 3x + m = 0 sólo tiene una raíz real, cualquiera que sea m, c.q.d. 
 

**********



 
OPCIÓN B 

 

1º) Dada la función ( )
3

4 1

x
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+= , se pide: 

 
a ) Determinar el valor de α para que la función posea un mínimo relativo en x = 1. 
 
b ) Obtener las asíntotas de la gráfica de ( )xfy =  para α = 1. 
 
c ) Esbozar la gráfica de la función para α = 1. 
 

---------- 
a )  

Una función tiene un mínimo relativo en un punto para los valores de x que anu-
lan la primera derivada y hacer positiva a la segunda derivada. 
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b )  

Para α = 1 la función es ( )
3

4 1

x

x
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+= . Las asíntotas pueden ser horizontales, verti-

cales y oblicuas. 
 

 Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a infinito; son de 
la forma y = k. 
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Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
  
  0;;03 == xx  (El eje de ordenadas es asíntota vertical). 

 
 Oblicuas: son de la forma nmxy += , siendo: 
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Asíntota oblicua: y = x 

 
c )  

La función para α = 1 es ( )
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El dominio de la función es: ( ) { }0−⇒ RfD . 
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La función no tiene puntos de corte con el eje X por ser: ( ) ;;0
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Con los datos anteriores, la representación aproximada de la función es la que 

aparece en la figura adjunta. 
********** 



 

2º) a ) Discutir el sistema de ecuaciones A · X = B, donde 
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b ) Resolver el sistema en los casos de m = 0 y m = 1. 
 

---------- 
 
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son:  
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 Para m = 0 es 
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 Para m = 2 es 
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b )  

 Para m = 0 el sistema A · X = B resulta: 
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 Para m = 1 el sistema A · X = B resulta: 
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3º) Dados los planos 1221 =−+≡ zyxπ  y 122 =+−≡ zyxπ , se pide: 
 
a ) Estudiar su posición relativa. 
 
b ) En el caso de que los planos sean paralelos hallar la distancia entre ellos; en caso de 
que se corten, hallar un punto y un vector de dirección de la recta que determinan. 
 

---------- 
a ) 
 Vamos a hacer el estudio por los vectores normales a los planos. 
 
 Un vector normal al plano ( )2,1,211 −=nesπ . 
 
 Un vector normal al plano ( )2,1,122 −=nesπ . 
 
 Los planos π1 y π2 no son paralelos por ser:  
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 Los planos π1 y π2 no son perpendiculares por ser:  
 

( ) ( ) 034122,1,1·2,1,2· 21 ≠−=−−=−−=nn . 
 

De lo anterior se deduce que los planos π1 y π2 son oblicuos, se cortan en una recta. 
 
 
b ) 

 La recta que determinan los planos es 
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 Para hallar un punto y un vector director de r la expresamos en forma vectorial: 
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 Un punto y un vector de r son: ( ) ( )1,2,00,, 3

1
3
2 =− vyP  

 
********** 



 
4º) a ) Hallar la ecuación del plano 1π  que pasa por los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y 
C(0, 0, 1). 
 
b ) Hallar la ecuación del plano 2π  que contiene al punto P(1, 2, 3) y es perpendicular al 

vector ( )1,1,2−=v . 
 
c ) Hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y P. 

---------- 
a )  
 Los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, 0, 1) determinan los siguientes vectores: 
 
 ( ) ( ) ( )0,2,10,0,10,2,0 −=−=−== ABABu . 
 

( ) ( ) ( )1,0,10,0,11,0,0 −=−=−== ACACv . 
 
La expresión del plano 1π  dada por su ecuación general, considerando los vecto-

res anteriores y, por ejemplo, el punto A, es la siguiente: 
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b )  
 La ecuación del haz de planos cuyo vector normal es ( )1,1,2−=v  tiene la si-
guiente expresión general: 02 =+++−≡ Dzyxπ . 
 
 De los infinitos planos del haz π , el plano 2π  que pasa por P(1, 2, 3) es el que 
satisface su ecuación: 
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c )  
 Los vectores que determinan el tetraedro son: 
 

 ( )0,2,1−=u , ( )1,0,1−=v  y ( ) ( ) ( )3,2,00,0,13,2,1 =−=−== APAPw . 
 
 Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, será: 
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