
Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 
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parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) Unas ecuaciones implícitas de r1.  (2 puntos). 
b) La justificación de que las rectas  r1  y  r2  están contenidas en un plano  π,   (2 puntos) y 

la ecuación de ese  plano   π,   (2 puntos). 
c) El área del triángulo de vértices  P,  Q  y  R,  siendo  P = ( – 1 , 0, 1 ),  Q = ( 0, 1, 2 )  y  R  

el punto de intersección de  r1  y  r2.  (4 puntos). 
 
Solución: 
a) Ecuaciones implícitas de r1 

Conocemos la ecuación vectorial de  r1, a partir de ella obtenemos su ecuación continua, 
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  ,  efectuando las operaciones, 
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Solución:   
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b) Justificar que   r1   y   r2   están contenidas en un plano. 

Las rectas   r1   y   r2   estarán contenidas en un plano si son paralelas o si se cortan. 
Estudiemos la posición relativa de las dos rectas. Para ello debemos estudiar el sistema de ecuaciones: 
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, es un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas. 

Su matriz de coeficientes es  
















−

−=

21

11

02

M   y su matriz ampliada  
















−−

−

−

=

321

111

202

M´  

Calculemos el rango de  M.  M  es 3x2, su máximo rango será  2. 

2Mran02
11

02

1Mran022

=→≠−=
−

≥→≠=

)(

)(

 

Calculemos el rango de  M´.  M´  es 3x3, su máximo rango será  3. 
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Hemos obtenido que   ran (M) = ran (M´) = 2 = número de incógnitas, por lo tanto es un sistema compatible 
determinado. Es decir, las rectas   r1   y   r2   se cortan. Luego, las dos rectas están contenidas en un plano. 
 
Para obtener la ecuación de este plano, obtengamos el punto, R,  de corte entre   r1   y   r2. 

Del estudio de rangos realizado anteriormente, el sistema a resolver será:  
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De la 1ª ecuación:  α = – 1. Con esta solución es suficiente para obtener el punto  R. 

Sustituyendo el valor de   α   en la ecuación de   r1:  →
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Del plano  π  que contiene a   r1   y   r2   conocemos:  
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Su ecuación se obtiene: 0
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Solución,   π: – x + 4 y + 2 z – 3 = 0 
 

c) Área del triángulo de vértices  P ( – 1 , 0, 1 ),  Q ( 0, 1, 2 )  y  R ( – 1 , – 1 , 3 ). 
Conociendo los tres vértices del triángulo, su área podemos calcularla mediante la fórmula: 
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OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.2. Se dan las rectas { z2y1xsy
1zyx2

0zyx
r =−=−
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razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
a) Un punto y un vector director de cada una de las dos rectas.  (3 puntos). 
b) La distancia entre las rectas   r  y  s,  (2 puntos), justificando que las rectas  r  y  s  se 

cruzan.  (2 puntos). 

c) Obtener unas ecuaciones de la recta  t  que pasa por el punto  
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Solución: 

a) De la recta  
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Sumando ambas ecuaciones:  3 x = 1 – 2 z 
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La ecuación paramétrica de la recta  r  será:  ℜ∈
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De la recta  r  tenemos:  punto  
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De la recta { z2y1xs =−=−: ,   tenemos su ecuación continua, por lo tanto se deduce: 

punto  ( )021Ps ,,=   y vector director  ( )111vs ,,=
→

. 

 
 



b) Veamos si las rectas   r   y   s   se cruzan. 

Las ecuaciones paramétricas de estas rectas son:  ℜ∈
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Estudiemos el sistema:  
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La matriz ampliada de este sistema es   A´= 
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A´ es 3x3 → máximo rango de A´ es 3;   A es 3x2 → máximo rango de A es 2. 
Calculemos el rango de A´, 
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Los dos primeros menores calculados anteriormente nos indican que  ran (A) = 2. 

 
Por lo tanto, como  ran (A) = 2   y  ran (A´)=3   deducimos que las rectas   r   y   s   se cruzan. 
 
Para obtener la distancia entre las dos rectas  r   y   s   vamos a utilizar el siguiente procedimiento: 

Calculamos el plano  π  que contiene  a   r  y es paralelo a   s, por lo tanto de este plano conocemos 
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Finalmente, d ( r , s ) = d ( Ps , π ) = ...´
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c) recta   t  /  
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La ecuación parámetrica de la recta   t   será:  ℜ∈
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OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.2. Se dan los puntos  A = (1 , 5 , 7)   y   B = (3 , – 1 , – 1). Se pide obtener 

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Las ecuaciones de los planos  π1  y  π2  que son perpendiculares a la recta r que pasa por 

los puntos A y B, sabiendo que el plano  π1  pasa por el punto A y el plano π2 pasa por el 

punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos A y B. (4 puntos distribuidos 
en 2 puntos por cada plano). 

b) La distancia entre los planos  π1  y  π2 .   (2 puntos). 
c) Las ecuaciones de la recta r que pasa por los puntos A y B, (2 puntos), y los puntos de la 

recta r que están a distancia 3 del punto C = (1, 0, 1) . (2 puntos). 

 
Solución: 
a) Como los planos pedidos son perpendiculares a la recta  r, para hallar las ecuaciones de estos planos 
     necesitamos conocer un vector director de la recta  r, 
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Ecuación de  π1, considerando que  11 Ayr ππ ∈⊥ , 

como  0Dz4y3xr 11 =+−−→⊥ :ππ  

como  →∈ 1A π 1 – 3 . 5 – 4 . 7 + D = 0;  1 – 15 – 28 + D = 0;  – 42 + D = 0;  D = 42 

Por tanto,  π1:  x – 3 y – 4 z + 42 = 0 

 

Ecuación de  π2, considerando que  ( ) 22 ABPMyr ππ ∈⊥ , 

como  0Dz4y3xr 22 =+−−→⊥ :ππ  
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como  ( ) →∈ 2ABPM π 2 – 3 . 2 – 4 . 3 + D = 0;  2 – 6 – 12 + D = 0;  – 16 + D = 0;  D = 16 

Por tanto,  π2:  x – 3 y – 4 z + 16 = 0 

 
 

b) Como los planos   π 1   y   π 2   son perpendiculares a la recta  r, son paralelos. Por lo tanto: 
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Solución,   ( ) .., lu26d 21 =ππ  

 
 

 
 



c) Ecuación de la recta  r. 
Esta recta pasa por los puntos  A  y  B  y en el apartado a) obtuvimos su vector director, luego: 
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Las ecuaciones de la recta  r  serán: 
 
E. vectorial 
 

r: ( x , y , z ) = ( 1 , 5 , 7 ) + λ ( 1 , – 3 , – 4 )     λ ∈ ℜ 

E. paramétrica 
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E. continua 
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Buscamos, ahora, los puntos de la recta  r  /  d ( Pr , C ) = 3 

Pr = ( 1 + λ , 5 – 3 λ , 7 – 4 λ )     y     C = ( 1 , 0 , 1 ) 
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Debemos resolver: 3617826 2 =+− λλ , elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación, 

26 λ2 – 78 λ + 61 = 9;    26 λ2 – 78 λ + 61 – 9 = 0;    26 λ2 – 78 λ + 52 = 0;  simplificando entre 26, 
λ2 – 3 λ + 2 = 0 
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Como hemos resuelto una ecuación irracional, comprobamos las soluciones. 
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Para   λ = 1,   Pr = ( 1 + 1 , 5 – 3 . 1 , 7 – 4 . 1 ) = ( 2 , 2 , 3 ) 
Para   λ = 2,   Pr = ( 1 + 2 , 5 – 3 . 2 , 7 – 4 . 2 ) = ( 3 , – 1 , – 1 ) 

 
Finalmente,  los puntos de  r  que distan 3 unidades de C son: ( 2 , 2 , 3 )  y  ( 3 , – 1 , – 1 ). 
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PROBLEMA B.2. Se dan las rectas 
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Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
a) Un vector director de cada recta (2 puntos) y la posición relativa de las rectas r y s. 

(2 puntos). 

b) La ecuación del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r. (3 puntos). 

c) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos). 
 
Solución: 
a)  Vector director de la recta  r. 

Podemos obtener el vector director de la recta calculando sus ecuaciones paramétricas: 
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Otra forma de obtenerlo, a partir de los vectores perpendiculares de los planos que definen la recta  r, 

),,(),,(
),,(

),,(
: 011011vji

100

011

kji

nnv
100n10z

011n0yx
r r21r

2

1
≈−−=→−−=−=×=→







=→=

−=→=− →→

→→→

 

 

Vector director de la recta s
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Otra forma de obtenerlo,  





=++

=+

13zyx

8yx
    Sustituyendo el valor de  x + y  en la segunda ecuación:  8 + z = 13;   z = 5. 

De la 1ª ecuación:  x = 8 – y. Las ecuaciones paramétricas de la recta  s  serán: 
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Determinemos la posición relativa de las rectas  r  y  s. 
Como anteriormente hemos calculado las ecuaciones paramétricas de las dos rectas, de ellas conocemos un 
punto y su vector director: 
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Para determinar la posición relativas de las rectas  r  y  s   estudiamos rangos en la siguiente matriz 

ampliada:  [ ] ).,,(. 508PPPPvv srsrsr −=  La matriz a estudiar es: 
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Estudiemos el  ran(M),  M  es 3x2 luego su máximo rango es 2, 
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Estudiemos el  ran(M´),  M´  es 3x3 luego su máximo rango es 3; el estudio del rango de M  nos indica que 
ran(M´) ≥ 2, 
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b) Hay que obtener el plano  π / rys //ππ⊂ . 

De las condiciones que debe cumplir el plano  π  deducimos que  Ps ∈ π  y los vectores directores de  π  son 

.rs vyv  Luego: 

Las ecuaciones paramétricas son:   ℜ∈
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c) ¿d( r , s )? 
Considerando las condiciones del plano  π  obtenido en el apartado anterior, deducimos que    
d( r , s ) = d( r, π ) = ( como   r//π )= ( )π,rPd . 
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Por tanto,  d( r , s ) = 5 
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PROBLEMA A.2. Se dan las rectas   
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:,:    y el punto P ( 0 , 3, – 2 ). 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P y es paralela a la recta  r.  (3 puntos) 
b) La ecuación del plano que contiene a la recta  r  y es paralelo a la recta  s.   (4 puntos) 
c) La distancia entre las rectas  r   y   s.  (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿recta  r1  que pasa por  P  y  es paralela  a  r?  

De  r1  conocemos: 
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Las ecuaciones de la recta  r1   serán: 

E. vectorial:   
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E. continua:   
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b) ¿plano  π /  r ⊂ π  y  π // s?  
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De las ecuaciones de  r  y  s  obtenemos, directamente, los elementos necesarios del plano  π. 

Punto:  Pr ( – 1 , 1 , 0 )   y vectores directores: ( ) ( )011vy213v sr ,,,, −−
→→

. La ecuación de  π  será: 
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– 3 z + 2 ( y – 1 ) +  z + 2 ( x + 1 ) = 0 
– 3 z + 2 y – 2 + z + 2 x + 2 = 0 
2 x + 2 y – 2 z = 0 
x + y – z = 0 

 
Solución:   π:  x + y – z = 0 
 

 
c) ¿d ( r ,s )?  

Veamos la posición relativa de las rectas  r  y  s. 
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Construimos la matriz  M´ ( )012PPPPvv srsrsr ,,. −=
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ran(M´) = 3 ≠ 2 = ran(M)   →   las rectas  r  y  s   se cruzan. 
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Solución:  d( r , s ) = 
3

3
u.l. 
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PROBLEMA B.2. Se dan las rectas 
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=+−

=+−

α

α

α

3z

2y

21x

sy
08zx6

05yx2
r ::    y el plano 

π: 2 x + m z + 1 = 0, siendo  m  un parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos 
los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La posición relativa de las rectas  r  y  s  y el punto (o puntos) comunes a  r  y  s.   

(4 puntos) 
b) El valor del parámetro  m  para que la recta  s  sea paralela al plano  π.  (3 puntos) 
c) La ecuación del plano que contiene a la recta  s  y al punto P ( 1 , 2, 4 ).   (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿Posición relativa de   r  y  s?  

Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas. 

{ } 01
10

01
zydemenorcomo

08zx6

05yx2
r ≠=

−

−





=+−

=+−
: ,   despejamos  z  e  y  en función de x. 
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Por tanto: 
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Para estudiar la posición relativa de las rectas  r  y  s  estudiamos el rango de la matriz  




 →→

srsr PPvv , es 

decir:   
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516

312

121

M´  

Rango de M, {M es  3 x 2, luego máximo rango de M es 2} 

cruzanse

o

ancortse

syr2Mran
0541
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1Mran011
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Rango de M´, {M´ es  3 x 3, luego máximo rango de M es 3}. 
Por el cálculo del rango de M, sabemos que   ran (M´) ≥ 2 

2Mran020363625

516

312

121

=→=−−−+−−=

−−

−

−

´)(  

Como  ran (M) = ran(M´) = 2, las rectas  r  y  s  se cortan. 

 



El punto de corte entre  r  y  s  lo obtenemos resolviendo el sistema de las rectas a partir de sus ecuaciones 
paramétricas. Es decir, 
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→








−=+

+=+

−=

56

32

12

368

225

21

αλ

αλ

αλ

αλ

αλ

αλ

   De este sistema, según el estudio de rangos anterior, sabemos que 

rango de la matriz de coeficientes = rango de la matriz ampliada = 2 = nº de incógnitas (λ  y  α ). 
Resolvemos usando 1ª y 2ª ecuación (corresponden al menor de orden 2 no nulo). El sistema a resolver es: 

155

624

12

2x232

12

−=→−=





−=−

=+
→





−=−

=+

λλ

αλ

αλ

αλ

αλ

ª  

Sustituyendo en la 2ª ecuación:   2 ( – 1 ) – α = – 3;   – 2  – α = – 3;   – α = – 3 + 2;   – α = – 1;   α = 1 
 
Sustituimos los valores de las incógnitas en las ecuaciones de  r  y  s  para comprobar que se obtiene el 
mismo punto. Sólo sería necesario sustituir en una de las rectas. 
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2168z

3125y
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)(
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=−=

=+=
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213z

312y

1121x

sEn

.

:  

Por tanto, el punto de corte entre las rectas  r  y  s  es ( – 1 , 3 , 2 )  

 
 

b) ¿m  /  recta s  // plano π? 

Como  0nvplanoallarperpendicuvectornnvs ss =→





⊥→

→→→→→

πππ ππ .//  

( ) ( ) ( ) ( ) m4m02112nvm02ny112v ss −−=−−=−−
→→→→

,,,,.,,,,, ππ  

Por lo que,  – 4 – m = 0;   m =  – 4  
 
En conclusión,  para que la recta  s  sea paralela al plano  π  debe ser  m = – 4. 

 
 
c) ¿plano  τ?  /  recta s ⊂ τ   y   P ( 1 , 2 , 4 ) ∈ τ 

Para obtener la ecuación del plano  τ   necesitamos un punto y dos vectores directores del plano. 

Como   s ⊂ τ  
( )

( )





−−

∈
→ →

τ

τ

dedirectores112v

321P

s

s

,,

,,
 

Además,  P ( 1 , 2 , 4 ) ∈ τ 

Por tanto, del plano  τ  conocemos  

( )

( )

( )
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−−=→
→
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100PPv

112vu

321punto

s

s

,,

,,

,,

 

Como los vectores  
→→

vyu    no son paralelos   






 −
≠≠

−

1

1

0

1

0

2
  sirven como vectores directores de  τ. 

La ecuación del plano  τ  será: 0

100

112

4z2y1x

=

−

−−

−−−

, efectuando operaciones: 

 – x + 1 – 2 y + 4 = 0;    – x – 2 y + 5 = 0;     x + 2 y – 5 = 0 
 
Solución:   ττττ :  x + 2 y – 5 = 0 
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PROBLEMA A.2. Se dan los puntos  A = (0,0,1),  B = (1,0,-1), C = (0,1,-2)  y  D = (1,2,0).  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La  ecuación  del  plano   π   que contiene a los  puntos  A, B y C.     (3 puntos) 
b) La justificación de que los cuatro puntos A, B, C y D, no son coplanarios.    (2 puntos) 
c) La distancia del punto  D  al plano  π,          (2 puntos)    

y el volumen del tetraedro cuyos vértices son    A, B, C y D.      (3 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿plano π   que contiene los puntos   A,  B  y  C? 

Del plano  π  conocemos  

( )















−

−

),,(

),,(

,,

310AC

201AB
directoresvectores

100Apunto

 

La ecuación del plano  π  será:   

01zy3x20y3x21z0

310

201

1zyx

0

310

201

1z0y0x

=−++→=++−→=

−

−

−

→=

−

−

−−−

 

 
Por tanto, la ecuación del plano   ππππ :  2 x + 3 y + z – 1 = 0 
 
 

b) Justificar que los puntos A, B, C y D no son coplanarios. 
Veamos que el punto  D  no pertenece al plano  π. 

2 . 1 + 3 . 2 + 0 – 1 = 0 
2 + 6 – 1 = 0 
7 = 0   Falso 

 
El punto  D  no pertenece al plano  π, al que pertenecen los puntos  A, B y C.  
Por lo que los puntos A, B, C y D no son coplanarios. 

 
 
c) ¿d ( D,  π )? 

( ) ..´..
..

, lu87081lu
2

14

14

7

14

7

132

102312
Dd

222
≅===

++

−++
=π  

 
El volumen del tetraedro de vértices  A, B, C  y  D  podemos obtenerlo de dos formas: 

i) Mediante la fórmula: [ ]CDBDAD
6

1
Vtetraedro =  

[ ] 3
tetraedro u

6

7
7

6

1
1224

6

1

211

120

121

6

1
CDBDAD

6

1
V

211CD

120BD

121AD

==−++=

−

==








=

=

−=

),,(

),,(

),,(

 

 
ii) Podemos considerar como base del tetraedro el triángulo de vértices A, B y C que está sobre el plano π, y  

la altura del tetraedro es  d ( D,  π ). 
 

El área del triángulo de vértices A, B y C  la calculamos mediante la fórmula: 



( )

2

14
14

2

1
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14194132ACAB

132kj3i2j3i2k
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kji
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ACAB
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1
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222
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3
TTtetraedro u

6

7

12

14

2

14

2

14

3

1
DdÁrea

3

1
hÁrea

3

1
V ===⋅== ),(. π  

 
 
Solución: El área de tetraedro pedido es  7/6  u

3
. 
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PROBLEMA B.2. Se dan los planos   π: x + y + z = 1   y   σ: a x + b y + z = 0, donde  a y b  
son dos parámetros reales.  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de  a y b  para los que el  plano   σ   pasa  por  el  punto (1,2,3) y, además 

dicho plano σ  es perpendicular al plano  π.    (3 puntos) 
b) Los valores de  a y b  para los cuales sucede que el  plano   σ   pasa  por  el  punto (0,1,1) 

y la distancia del punto (1,0,1) al plano σ  es 1.    (3 puntos) 
c) Los valores de  a y b  para los que la intersección de los  planos  π  y σ  es la recta  r  para 

la que el vector (3,2,-5) es un vector director de dicha recta r,   (3 puntos) 
Y obtener las coordenadas de un punto cualquiera de la recta r.   (1 punto) 

 
Solución: 
a) ¿a, b? / ( 1 , 2 , 3 ) ∈ σ    y   σ ⊥ π. 

( 1 , 2 , 3 ) ∈ σ    →   a . 1 + b . 2 + 3 = 0   →   a + 2 b + 3 = 0 

σ ⊥ π   →   
→→

⊥ πσ nn   →   ( a , b , 1 )  ⊥  ( 1 , 1 , 1 )   →   ( a , b , 1 ) . ( 1 , 1, 1 ) = 0   →   a + b + 1 = 0 

Resolvamos el sistema:   




=++

=++

01ba

03b2a
 

Restando  1ª – 2ª,   b + 2 = 0;   b = – 2   
Sustituyendo el valor de  b  en, por ejemplo, la 2ª ecuación:   a + (– 2 ) + 1 = 0;   a – 1 = 0;   a = 1 
 
Solución:   a = 1  y  b = – 2  
 
 

b) ¿a, b? / ( 0 , 1 , 1 ) ∈ σ    y   d ( ( 1 , 0 , 1 ) , σ  ) = 1 
( 0 , 1 , 1 ) ∈ σ    →   a . 0 + b . 1 + 1 = 0   →   b + 1 = 0   →   b = – 1  

( )( ) 1
1ba

1a
1

1ba

10b1a
1101d

22222
=
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→=
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,,, σ  

como   b = – 1
2a1a

2a1a
2a1a1

2a

1a
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2
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+−+
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→

)(
 

1ª ecuación, 
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2ª ecuación, 
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No
4

9

2

3
2
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1

2

3
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1
1
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1
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Solución:   a = 
2

1
   y   b = – 1  

 
 

c) ¿a, b? / π ∩ σ = r   de forma que  =
→

rv ( 3 , 2, – 5 ) 



La ecuación de la recta  r  es:  
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Luego, 
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Como los vectores  ( 3 , 2 , – 5 )  y  ( 1 – b , a – 1, b – a )   deben ser directores de la recta  r, serán 
proporcionales. Es decir: 
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k31b
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La tercera ecuación se obtiene de las dos primeras: 
 b – a = ( 1 – 3 k ) – ( 1 + 2 k) = 1 – 3 k – 1 – 2 k = – 5 k 

El sistema queda reducido a: 0k
k21a

k31b
≠





+=

−=
 

Una solución la obtendremos, por ejemplo, para  k = 1:   




=⋅+=

−=⋅−=

3121a

2131b
 

 

Un punto de la recta  r  lo obtendremos a partir del sistema:  




=+−

=++

0zy2x3

1zyx
 

Para, por ejemplo, x = 0   →   

3

1
y1y3EE0zy2

1zy

21 =→=→−
→





=+−

=+
 

Sustituyendo el valor de  y  en la primera ecuación: 

3

2

3

1
1z1z

3

1
=−=→=+  

 

Solución:   a = 3   y   b = – 2    y  .,, 







=

3

2

3

1
0Pr  

Nota: este apartado no queda determinado, tiene infinitas soluciones; depende del valor que le demos a k. 
La recta  r  no está determinada ya que sólo conocemos su vector director. 
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PROBLEMA A.2. Se dan la recta  




=−+

=−−

1zy3x

1z2y2x
r :  y el plano   π: 2 x + y + m z = n. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de  m  y  n  para los que la recta  r  y el  plano   π   se cortan en un punto. 
(3 puntos) 

b) Los valores de  m  y  n  para los que la recta  r  y el  plano   π   no se cortan.  

(3´5 puntos) 
c) Los valores de  m  y  n  para los que la recta  r  está contenida en el  plano   π.  

(3´5 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿m  y  n? / r ∩ π = punto 

Para que  r  y  π  se corten en un punto, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano debe 
tener solución única (el punto de corte entre r  y  π ), es decir, el sistema debe ser compatible y determinado. 

Para que el sistema   








=++

=−+

=−−

nzmyx2

1zy3x

1z2y2x

r :   sea compatible y determinado  ran (A) = ran (A´) = 3 

Por tanto, para que ran (A) = 3  debe ser   0

m12
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3
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+=++++−=−
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Para   m ≠ – 3 ,  ran (A) = 3   y como  A´ es 3x4  también  ran(A´) = 3 
 

Luego, para que la recta  r  y  el plano  π  se corten en un punto debe ser  m ≠≠≠≠ – 3   y   n   cualquier valor. 
 
Otra forma de resolverlo, 

Obtengamos las ecuaciones paramétricas de la recta  r, 

Como  0523
31

21
≠=+=

−
, el sistema a resolver es: 





+=+

+=−
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Resolviéndolo por Cramer,  
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Por tanto,  ℜ∈
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Sustituyendo los valores de x, y, z  de la ecuación de la recta en el plano, 
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Para que haya punto de corte   λ  debe tener solución, por tanto  3 + m  ≠  0   y   n – 2 cualquier valor, 
es decir, m ≠ – 3   y   n cualquier valor. 
 
Luego, habrá punto de corte entre la recta  r  y  el plano  π  cuando   m ≠≠≠≠ – 3  y  n  cualquier valor. 
 

 
b) ¿m  y  n? / r  y  π  no se cortan. 

De lo estudiado en el apartado anterior, al resolver el corte entre recta y plano llegamos a la ecuación: 
( 3 + m ) λ = n – 2  
Para que no se corten, la ecuación no debe tener solución y para que esto ocurra debe ser: 
3 + m = 0    y   n – 2 ≠ 0   (para que quede una ecuación de la forma  0 = núm ≠ 0) 
Por lo que,  m = – 3   y   n ≠ 2 
 
Por tanto, r  y  π  no se cortan para   m = – 3   y   n ≠≠≠≠ 2. 

 
 
c) ¿m  y  n? / r  ⊂  π 

Para que la recta  r  esté contenida en el plano  π  la ecuación que obtuvimos en el apartado a),    
( 3 + m ) λ = n – 2,   debe tener infinitas soluciones y para que esto ocurra debe ser: 
3 + m = 0    y   n – 2 = 0   (para que quede una ecuación de la forma  0 = 0) 
Por lo que,  m = – 3   y   n = 2 
 
Por tanto, r  está contenida en  π  para   m = – 3   y   n = 2. 
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PROBLEMA B.2. Se dan la recta  
1

1z

a

y

4

1x
r

−

−
==

−
:  y el plano   π: 2 x –  y + b z = 0, 

siendo  a  y  b  son dos parámetros reales.  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El punto de intersección de la recta  r  y el plano  π  cuando   a = – b = 1.    (2´5 puntos) 
b) La distancia entre la recta  r  y el plano  π  cuando   a = b = 4.    (2´5 puntos) 
c) La posición relativa de la recta  r  y del plano  π  en función de los valores de los 

parámetros   a  y  b.    (5 puntos) 
 
Solución: 
a) ¿r ∩ π  para  a = – b = 1? 

Para   a = 1  →   
1

1z

1

y

4

1x
r

−

−
==

−
: ,     para b = – 1   →    π: 2 x – y – z = 0 

La ecuación paramétrica de   r: ℜ∈
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Sustituyendo los valores de  x, y, z  en la ecuación del plano: 

2 ( 1 + 4 λ ) – λ – ( 1 – λ ) = 0;    2 + 8 λ  – λ – 1 + λ = 0;   8 λ + 1 = 0
8

1−
=→ λ  

Por tanto,  
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Solución:   el punto de corte entre   r   y   π  es   






 −
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1
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1
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b) ¿d(r, π)  para  a = b = 4? 

Para   a = 4  →   
1

1z

4

y

4

1x
r

−

−
==

−
:    ,       para  b = 4   →    π: 2 x – y + 4  z = 0 

Obtengamos la posición relativa entre  r  y  π. 

La ecuación paramétrica de   r: ℜ∈
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Sustituyendo los valores de  x, y, z  en la ecuación del plano: 
2 ( 1 + 4 λ ) – 4 λ + 4 ( 1 – λ ) = 0;     2 + 8 λ  – 4 λ + 4 – 4 λ = 0;    6 = 0, #,   
por tanto la recta  r  y  el plano  π  son paralelos. 
 
Entonces   d ( r , π ) = d ( Pr , π ),  siendo Pr  un punto cualquiera de la recta r, por ejemplo  Pr ( 1 , 0 , 1 ). 

( )
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212

21
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14012
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222r ===
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, π  

Solución:   d ( r , π ) =  
7

212
u.l. 

 



c) ¿Posición relativa entre   r   y   π   en función de   a  y  b? 

0zbyx2y

1z

ay

41x

r =+−ℜ∈
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λ

 

Sustituyendo los valores de  x, y, z  en la ecuación del plano: 
2 ( 1 + 4 λ ) – a λ + b ( 1 – λ ) = 0 
2 + 8 λ  – a λ + b – b λ = 0 
2 + b + ( 8 – a – b ) λ = 0 
( 8 – a – b ) λ = – 2 – b  
 
Estudiemos esta ecuación, 
Si   8 – a – b = 0   y   – 2 – b = 0   entonces   r  ⊂  π 

Resolviendo el sistema:  




=−−

=−−

0b2

0ba8
 

De la 2ª ecuación:  b = – 2  
Sustituyendo en la 1ª,   8 – a + 2 = 0;   a = 10 

 
Si   8 – a – b = 0   y   – 2 – b ≠ 0   entonces   r  //  π 

La 2ª condición,  b ≠≠≠≠  – 2  
De la 1ª condición,  8 – a = b   →   a + b = 8 

 

Si   8 – a – b ≠  0   y   ( – 2 – b )  cualquier valor    entonces   r  y   π  se cortan 
De la  condición,  a + b ≠≠≠≠ 8 

 
Resumiendo lo anterior: 

Si    a = 10   y     b = – 2       la recta  r  está contenida en el plano  π. 

Si    b ≠≠≠≠  – 2   y   a + b = 8   la recta  r  es paralela al plano  π. 

Si    a + b ≠≠≠≠  8       la recta  r  y el plano  π  se cortan. 
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PROBLEMA A.2. Se tienen el plano   π: x – y + z – 3 = 0, la recta 




=

=−

0z

0y2x
s :

  y el punto 

A = (1, 1, 1). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) La recta que pasa por   A,  corta a la recta   s   y es paralela al plano   π.             (4 puntos) 
b) El plano que pasa por  A,  es perpendicular al plano  π  y paralelo a la recta  s.  (3 puntos) 
c) Discute si el punto (3,2,1) está en la recta paralela a   s   que pasa por (5,3,1).   (3 puntos) 

 
Solución: 
 
a)  ¿Recta  r? /  A ∈ r,   r ∩ s ≠ ∅   y   r // π 

Como   r // π   ( )πππ planoallarperpendicuvectornrdedirectorvectorvnv rr ≡≡⊥→ .  

( )111n ,, −=π  

Como  r  corta  a  s, obtengamos un punto cualquiera de la recta  s: 

( )02P

0z

y

2x

0z

y2x

0z

0y2x
s s ,,: λλλ

λ

→








=

=

=

→




=

=
→





=

=−
 

( )

( ) ( ) 011111120nvnvcomo

v1112PA

vesPArPyrA

rr

rs

rss

=−⋅−−−→=⋅→⊥

=−−−=

→∈∈

,,,,

,,

λλ

λλ

ππ

 

2 λ – 1 – λ +1 – 1 = 0 
λ – 1 = 0 
λ = 1 

Para   λ = 1,   Ps ( 2, 1, 0)   y   ( )101vr −= ,, .  Por tanto, la ecuación de la recta  pedida  será: 

Ecuación continua:         
1

1z

0

1y

1

1x

−

−
=

−
=

−
 

Ecuación paramétrica:   ℜ∈








−=

=

+=

λ

λ

λ

1z

1y

1x

 

 
 

b)  ¿Plano  σ? /  A ∈ σ,   σ ⊥ π    y   σ // s 
Para obtener la ecuación del plano  σ   necesitamos un punto y dos vectores directores de  σ. 

( )
( )

( ) *
,,//

,,

,,

012vvs

111nu

111APAcomo

s ==→

−==→⊥

==→∈

σ

πσ

σ

σ

πσ

σ

 

(*  a partir de la ecuación paramétrica de la recta  s  obtenida en el apartado (a) ) 
Ecuación del plano  σ, 

0

012

111

1z1y1x

=−

−−−

   (desarrollando por la 1ª fila) 

0211z21y11x

0
12

11
1z

02

11
1y

01

11
1x

=+−+−−−−−

=
−

−+−−
−

−

)()()()()()(

)()()(
 



 – x + 1 + 2 y – 2 + 3 z – 3 = 0 
– x + 2 y + 3 z – 4 = 0   →   x – 2 y – 3 z + 4 = 0 
 

Solución: plano   σσσσ : x – 2 y – 3 z + 4 = 0 
 
 

c) ¿recta  t? /  (5, 3, 1) ∈ t   y   t // s. 
( )

( ) ( )012vvvstcomov

135punto
trecta

tstt ,,//

,,
:

=→=→
 

Por tanto,  ℜ∈








=

+=

+=

λλ

λ

1z

3y

25x

t :  

Veamos si el punto   ( 3, 2, 1 ) ∈ t 

1Solución
1

1

1

22

11

32

253

−=




−=

−=
→





=−

=−
→









=

+=

+=

λ
λ

λ

λ

λ
λ

λ

 

Por tanto   ( 3, 2, 1 )  está en la recta paralela a  s  que pasa por (5,3,1). 
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PROBLEMA B.2. Dada la recta 




=−+

=+

8zy4x

3yx
r :

 
, se pide obtener razonadamente, 

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta  r      (3 puntos) 
b) La ecuación del plano  π  que es paralelo a   r   y pasa por los puntos  (5,0,1)  y  (4,1,0)  

(4 puntos) 
c) La distancia entre la recta   r  y el plano  π  obtenido en el apartado anterior.   (2 puntos) 

 
Solución: 
 
a)  Ecuaciones paramétricas de la recta  r. 

Debemos resolver el sistema que determina a  r. 

""

,

scomplicadaasparamétricEcuaciones

3

z5

3

3z8

3

z81

31

y

3

z4

3

z812

3

4z8

13

x

z8y4x

3yx
esresolverasistemael0314

41

11
como

8141

3011















+
=

−+
=

+
=

−
=

−−
=

+
=





+=+

=+
≠=−=










−

 

 
Escogemos otro menor no nulo, 





−=−

−=
≠−=

−










−

x8zy4

x3y
esresolverasistemael01

14

01
como

8141

3011

,

 

Sustituyendo el valor de  y  del la 1ª ecuación en la 2ª, 
4 ( 3 – x ) – z = 8 – x, hay que despejar  z,  12 – 4 x – z = 8 – x;   z = 4 – 3 x 
 

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de r son: ℜ∈








−=

−=

=

λ

λ

λ

λ

34z

3y

x

 

 
 

b)  ¿Plano  π? / π // r   y   los puntos  (5,0,1) y (4,1,0) ∈ π 
Para el plano  π  necesitamos un punto y dos vectores directores, 

Punto de π   (5,0,1) 

Como   π // r   →   ( )311vv r1 −−== ,, , de las ecuaciones paramétricas de  r obtenidas en  (a). 

Con los dos puntos del plano  π, ( ) ( ) ( )111014105v2 ,,,,,, −=−=  

Ecuación del plano π , 

0

111

311

1z0y5x

=

−

−−

−−−

   (desarrollando por la 1ª fila) 



05yx0y420x40y45x4

0111z31y315x

0
11

11
1z

11

31
y

11

31
5x

=−+→=−+−→=−−−

=+−−++−−−−

=
−

−
−+

−
−

−

−−
−

)(

)()()()()(

)()(

 

 
Solución:   ππππ: x + y – 5 = 0 
 
 

c) ¿d(r,π)? 
Como   r // π  ( según el apartado (b) ),  d(r,π) = d(Pr,π) 
Pr (0,3,4)  ( según las ecuaciones paramétricas del la recta  r  obtenidas en (a) ) 

( ) 2
2

2

11

530
Pd

22r ==
+

−+
=π,  

 

Solución:  d(r,ππππ) = 2  u.l. 
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PROBLEMA A.2. Se tienen el plano   π: 2 x + y +2  z = 8  y el punto P = (10, 0, 10).  
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La distancia del punto  P   al plano   π.      (3 puntos) 
b) El área del triángulo cuyos vértices son los puntos  A, B y C,  obtenidos al hallar la 

intersección del plano  π  con los ejes de coordenadas.    (4 puntos) 
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son   P,  A,  B  y  C.   (3 puntos) 

 
Solución: 
 
a)  π: 2 x + y +2  z = 8;    π: 2 x + y +2  z – 8 = 0   y  P(10, 0, 10) 

( ) 666710
3

32

3

32

212

81020102
Pd

222
´, ≅==

++

−⋅++⋅
=π  

La distancia del punto P al plano  ππππ  es de  ..lu
3

32
 (aproximadamente  10´6667 u.l.). 

 
b)  Calculemos los puntos A, B y C. 

A = π ∩ Eje OX 

( )

( )
ℜ∈









=

=

=

→ℜ∈








+=

+=

+=

→ λ

λ

λ

λ

λ

λ

0z

0y

x

OXEje

00z

00y

10x

OXEje
001v

000punto
OXEje ::

,,

,,
:  

Sustituyendo los valores de  x, y, z del eje en la ecuación del plano,  2 λ + 0 + 2 . 0 = 8;  2 λ = 8;  λ = 4 
 
Por tanto,  A ( 4 , 0 , 0 ) 
 
B = π ∩ Eje OY 

( )

( )
ℜ∈









=

=

=

→ λλ

0z

y

0x

OYEje
010v

000punto
OYEje :

,,

,,
:  

Sustituyendo los valores de  x, y, z del eje en la ecuación del plano,  2 . 0 + λ + 2 . 0 = 8;   λ = 8 
 
Por tanto,  B ( 0 , 8 , 0 ) 
 
C = π ∩ Eje OZ 

( )

( )
ℜ∈









=

=

=

→ λ

λz

0y

0x

OzEje
100v

000punto
OZEje :

,,

,,
:  

Sustituyendo los valores de  x, y, z del eje en la ecuación del plano,  2 . 0 + 0 + 2 λ = 8;  2 λ = 8;  λ = 4 
 
Por tanto,  C ( 0 , 0 , 4 ) 
 

El área del triángulo de vértices A, B, C  la calculamos mediante la fórmula   
→→

×= ACAB
2

1
AT  

( ) ( )

( )321632k32j16i32

04

84
k

44

04
j

40

08
i

404

084

kji

ACAB404AC084AB

,,

,,,,,,

=++=

=
−

−
+

−

−
−=

−

−=×−=−=

→→→

→→→

→→→

→→→→

 



..; au2448
2

1
A48321632ACAB T

222 ===++=×
→→

 

El área del triángulo pedida es  24 u.a. 
 
 

c) Volumen del tetraedro. 

Calculamos los vectores  ( ) ( ) ( )6010CPy10810BP1006AP ,,,,,,, ===
→→→

 

333385
3

256

6

512
800288

6

1

6010

10810

1006

6

1
Vtetra ´≅==−==  

 

El volumen del tetraedro pedido es  ..vu
3

256
 (aproximadamente  85´3333 u.v.). 
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PROBLEMA B.2. Se dan en el espacio la recta
β

α z

4

y

1

x
r =

−
=

−

−
:

 
 y el plano  π: x + 2 y + 3 z = 6. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La posición relativa de la recta  r  y el plano  π   en función de los parámetros reales  α  y  

β.            (5 puntos) 
b) La distancia entre la recta  r  y el plano  π   cuando  α = 6   y  β = 3.  (4 puntos) 
c) La ecuación del plano que pasa por  ( 0, 0, 0 )  y que no corta al plano π. (2 puntos) 

 
Solución: 
 
a)  Posición relativa de  r  y  π   en función de  α  y  β. 

Podemos resolverlo de dos formas: 

1. Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta  r, ℜ∈








=

−=

−=

λ

λβ

λ

λα

z

4y

x

r :  

Sustituyendo los valores de x, y, z  en la ecuación del plano  π:  
(α  – λ) + 2 . ( – 4 λ) + 3 β λ = 6,  ( la incógnita es  λ ) 
α  – λ – 8 λ  + 3 β λ = 6 
α  – 9 λ  + 3 β λ = 6 
α + (3 β  – 9) λ = 6 

(3 β  – 9) λ = 6 – α   →   
606

393093

=→=−

=→=→=−

αα

βββ
 

Si  ββββ ≠≠≠≠ 3,  3 β  – 9 ≠ 0  y por tanto la ecuación tiene como solución  
93

6

−

−
=

β

α
λ , luego  r  y  ππππ   se 

cortan en un punto. 
Si  ββββ = 3, la ecuación queda  0 . λ = 6 – α   →   0 = 6 – α 

si   αααα ≠≠≠≠ 6   →    0 = (6 – α) ≠ 0,  la ecuación no tiene solución,  r  y  ππππ   son paralelos. 
si   αααα = 6   →    0 = 0,  la ecuación tiene infinitas soluciones,  r  está contenida en  ππππ. 

 
2. Escribimos la recta  r   como intersección de dos planos, 





=+

=−
→

=+→−=→=
−

=−→=−→=
−

→
−

=
−

−

→=
−

=
−

−

0z4y

4yx4
r

0z4yz4y
z

4

y

4yx4y4x4
4

y

1

x

4

y

1

x

z

4

y

1

x
r

β

α

ββ
β

αα
αα

β

α
::  

 
Estudiamos la posición relativa de  r  y  π  estudiando el sistema formado por sus ecuaciones, 

















−=′→








=+

=−

=++

040

4014

6321

A

0z4y

4yx4

6z3y2x

β

α

β

α  

Estudiamos la posición relativa de  r  y  π  estudiando el sistema formado por sus ecuaciones, 
A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 
A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 
Empezamos estudiando el rango de A 

3361203612

361232124

40

014

321

A

=→=→=−

−=−+−=−=

βββ

ββ

β
 



Si  β ≠ 3,  ran(A) = 3 = ran(A´) = nº de incógnitas   →   sistema compatible determinado 
→    r  y  π   se cortan en un punto. 

Si  β = 3, 

La matriz ampliada del sistema será: 
















−=′

0430

4014

6321

A α y sabemos que  A = 0. 

Calculemos el rango de A,   como  2Aran0981
14

21
=→≠−=−−=

−
)(  

Rango de  A´, 

Falta estudiar el menor   )( 2443
44

61
3

030

414

621

−−=−=− α
α

α  

6244024402443 =→=→=−→=−− αααα )(  

si   α ≠ 6   →    ran(A´) = 3 ≠ 2 = ran(A), sistema incompatible,  r  y  π   son paralelos. 
si   α = 6   →    ran(A´) = ran(A) = 2 < nº incógnitas, sistema compatible indeterminado,  r  está 
contenida en  π. 
 

De ambas formas el resultado obtenido es: 
Si  ββββ ≠≠≠≠ 3,    r  y  ππππ   se cortan en un punto. 
Si  ββββ = 3   y  αααα ≠≠≠≠ 6     r  y  ππππ   son paralelos. 
Si  ββββ = 3   y  αααα = 6     r  está contenida en  ππππ. 
 

 
b)  Según lo estudiado anteriormente  para  α = 6   y   β = 3, la recta  r  está contenida en el plano  π, 

luego   d( r , ππππ ) = 0. 
 
 

c) ¿Plano  σ? / (0,0,0) ∈ σ   y  π ∩ σ =∅. 
El plano  σ   que no corta al plano  π   debe ser paralelo a él, por tanto la ecuación de   
σ  será:  x + 2 y + 3 z = D 
Como el punto  (0,0,0) ∈ σ   →    0 + 2 . 0 + 3 . 0 = D    →    D = 0 
 
Y, la ecuación del plano pedido es:   x + 2 y + 3 z = 0. 
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PROBLEMA 2. Sea la recta 
1

z

1

1y

1

1x
r

−
=

+
=

−
:

 
 y los puntos  P = ( 1, 0, 0 )  y  Q = ( 2, 1, α )a 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El valor de  α  para que la recta que pasa por  P  y  Q  sea paralela a  r.   (3 puntos) 
b) La ecuación del plano que contiene a  P  y  Q  y es paralelo a  r, cuando α = 1.  (3 puntos) 
c) La distancia del punto  Q  al plano que pasa por  P  y es perpendicular a  r, cuando α = 1.   

(3 puntos) 
 
Solución: 
a) ¿α?  /  rrPQ //    { PQr es la recta que pasa por  P y Q} 

El vector director de PQr es  ( )α,,11PQ =  

El vector director de r  es (1, 1,– 1) 

Para que 1
1

1
11

1

1

1
vPQrr rPQ −=→

−
=→

−
==→→ α

αα
////  

 

Solución:     αααα =  – 1     
 
 

b)  
r

112Qy001P1paraQP
 ¿Plano

//

),,(),,(,
/?

π

απ
π

→=∈
  

Para obtener la ecuación del plano necesitamos un punto y dos vectores directores de él. 
Punto, por ejemplo, P(1,0,0) 

Vectores directores, 
),,(//

),,(,

111vr

111PQQP

r −→

→∈

π

π
 

La ecuación del plano  π  la obtenemos calculando: 

01yx01yx0y22x2

00z2y21x0
11

11
z

11

11
y

11

11
1x0

111

111

0z0y1x

=−−→=++−→=++−

=⋅+−−−−→=+
−

−
−

−→=

−

−−−

)())(()(
 

 

Solución:  ππππ: x – y – 1 = 0 

 
 

c) 







−=→−==→⊥

∈

→=

),,(),,(;
/

),,(),,(

/?)

111n111vnvr

P
112Qy001P1

 ¿d(Q,

rr πππ

π
π

α

π  

 
Por tanto   π:  x + y – z + D = 0 
Como P∈ π   →   1 + 0 – 0 + D = 0  →   D = – 1  
Por lo que π:  x + y – z – 1 = 0 
 

Finalmente, ( )
3

3

3

1

111

1112
Qd

222
==

−++

−−+
=

)(
, π  

Solución:   ( )
3

3
Qd =π,  
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PROBLEMA 5. Se da el plano  π: 2 x + y – z – 5 = 0   y los puntos A( 1, 2, – 1), B( 2, 1, 0 ). 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La ecuación implícita del plano que pasa por los puntos  A, B y es perpendicular a  π.  (4 
puntos) 

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta  r  que es perpendicular a  π  y pasa por A. 

Encuentra dos planos cuya intersección sea la recta  r.     (1+2 puntos) 
c) La distancia entre el punto  B  y la recta  r.   (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿Plano σ? /  A y B ∈ σ  y   σ ⊥  π. 

( )

( )
σ

σ
σ

σπσ ππ

depuntocomoBTomamos

111ABdedirectorvectoresAB
ByA

112ndedirectorvectoresn

,,,

,,,

−
→∈

−→⊥
→→

 

La ecuación del plano  σ, 

( )

01zy0z33y303z31y02x

0
11

12
z

11

12
1y

11

11
2x0

111

112

0z1y2x

=−+→=−+−→=−⋅+⋅−−⋅−

=
−

+
−

−−
−

−
−→=

−

−

−−−

)()()(

)(  

 
Por lo tanto,  la ecuación del plano  σσσσ  es:   y + z – 1 = 0. 

 
 
b) ¿Recta  r? /  A ∈ r   y   r ⊥ π.  

De la recta r conocemos: 
( )112nvrdirectorv

121Apunto

r −=→⊥

−
→→

,,,.

),,(

ππ
 

Las ecuaciones paramétricas de r,  ℜ∈








−−=

+=

+=

λ

λ

λ

λ

1z

2y

21x

r :  

 
Encontremos dos planos cuya intersección sea la recta  r. 
Escribimos la ecuación continua de  r,  
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−

+
=

−
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01z2x

03y2x
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2z21x

4y21x
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1z
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2y
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1z
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2
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Dos planos cuya intersección es la recta  r  son:  ττττ: x – 2 y + 3 = 0   y   ωωωω: x + 2 z + 1 = 0. 
 
 



c) ¿d(B,r)?  

Como A ∈ r  →  ( )
r

r

v

vAB
rBd

×
=,  

Del apartado a):  ( )111AB ,,− ; del apartado b): ( )112vr −=
→

,,  

( )

( ) ..,

)(

,,)(

lu3
6

23
rBdLuego

6112v

23330vAB

3303k3j0i
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11
k
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j
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i

112

111

kji

vAB

222
r

222
r
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=−++=

=++=×

=⋅+−⋅−⋅=
−

+
−

−
−

−
=

−

−=×

 



Matemáticas II    Julio 2021 
 

PROBLEMA 2. Se dan las rectas 
2

z

1

y

1

1x
s

01zx2

01yx
r =

−
=

−





=−−

=−+
:,:    y el plano 

π: x + m y + z = 2 que depende del parámetro real  m. Se pide: 

a) La posición relativa de las rectas  r  y  s.  (4 puntos) 
b) El valor del parámetro  m  para que la recta  r  esté contenida en el plano  π.  (3 puntos) 
c) Los puntos A, B, C intersección del plano π  con los ejes de coordenadas cuando  m = 2, 

así como el volumen del tetraedro de vértices A, B, C  y  P ( 2 , 2, 2 ).   (3 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿Posición relativa de   r  y  s?  

Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas. 

{ } 01
10

01
zydemenorcomo

1zx2

1yx
r

01zx2

01yx
r ≠−=

−



=−

=+
→





=−−

=−+
:: ,   despejamos  z  e  

y  en función de x. 

ℜ∈
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−=

=
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→
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λ

λ

λ

λ

21z
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x

r
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x1y
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x1y
:       Por tanto: 
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−
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211v
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Como ambos vectores directores son iguales, las rectas son paralelas. Falta determinar si son o no 
coincidentes. 

Estudiamos la matriz  




 →→

srsr PPvv , es decir:   
















−−−=

122

111

111

M´  

Como las rectas son paralelas, ran(M) = 1 
 

Rango de M´, {M´ es  3 x 3, luego máximo rango de M es 3}. 
Como las dos primeras columnas son iguales  sabemos que   ran (M´) es, como máximo, 2 

El menor: 2Mran0121
12

11
=→≠=+−=

−−
´)(  

Como  ran (M) ≠  ran(M´) = 2, las rectas  r  y  s  son paralelas no coincidentes. 

 
 

b) ¿m  /  recta r ⊂  plano π? 
Si  r ⊂  π, al sustituir los valores de  x, y, z de la recta en la ecuación del plano, esta debe cumplirse para 
cualquier valor de  λ. 
λ + m ( 1 – λ ) + ( – 1 + 2 λ ) = 2   ( en esta ecuación la incógnita es λ ) 
λ + m – m λ – 1 + 2 λ = 2 
λ – m λ + 2 λ = 2 + 1 – m  

3 λ –  m λ = 3 – m  
( 3 – m ) λ = 3 – m  
Esta ecuación se cumplirá para cualquier valor de  λ  cuando  3 – m = 0, es decir  m = 3 
 
Otra forma de resolverlo es: 

Si  r ⊂  π, el vector director de la recta y el normal del plano serán perpendiculares. 



( ) ( )
( ) ( ) m32m11m1211

0nvnv1m1ny211v rrr

−=+−=⋅−

=⋅→⊥−
→→→→→→

,,,,

.,,,, πππ  

3 – m  =0;    m = 3. 
Y ahora comprobemos que para este valor de  m  la recta está contenida en el plano. 

¿ λ + 3 ( 1 – λ ) + ( – 1 + 2 λ ) = 2 ?;    λ + 3 – 3 λ  – 1 + 2 λ = 2;   2 = 2  Sí 
 
En conclusión,  para que la recta  r  esté contenida en el plano  π  debe ser  m = 3. 

 
 
c) Para  m = 2, el plano  π: x + 2 y + z = 2 

Corte del plano con los ejes coordenados: 
A = Eje OX ∩ π 

Ecuación del eje OX: ℜ∈








=

=

=

→→ λ

λ

0z

0y

x

OX
001v

000punto
:

),,(

),,(
 

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuación de π, 
λ + 2 . 0 + 0 = 2;   λ = 2    →    A ( 2 , 0 , 0 ) 

 
B = Eje OY ∩ π 

Ecuación del eje OY: ℜ∈








=

=

=

→→ λλ

0z

y

0x

OX
010v

000punto
:

),,(

),,(
 

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuación de π, 
0 + 2 . λ + 0 = 2;   2 λ = 2;   λ = 1     →    B ( 0 , 1 , 0 ) 

 
C = Eje OZ ∩ π 

Ecuación del eje OZ: ℜ∈








=

=

=

→→ λ

λz
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0x

OX
100v

000punto
:

),,(
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Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuación de π, 
0 + 2 . 0 + λ = 2;   λ = 2    →    C ( 0 , 0 , 2 ) 

 
 
Volumen del tetraedro de vértices  A, B, C y P ( 2, 2, 2 ) 
 

( )

( )

( )

3u2488
6

1

022

212

220

6

1
V

022PC

212PB

220PA

=−+==→










,,

,,

,,

 

 
Solución:   A ( 2 , 0 , 0 ),   B ( 0 , 1 , 0 ),   C ( 0 , 0 , 2 )   y el volumen del tetraedro de vértices A, B, C, y P 

es  2 u
3
. 
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PROBLEMA 5. Dados los puntos  P(1, 1, 0),  Q(2, – 1, 1) y R(α, 3, – 1) se pide:  

a) La  ecuación  del  plano que contiene a P, Q y R cuando α = 1 y la distancia de dicho 

plano al origen de coordenadas.    (3 puntos) 
b) La ecuación de la recta  r  que pasa por  R cuando α = 1 y es paralela a la recta  s  que 

pasa por  P  y  Q.   (4 puntos) 
c) Los valores de  α  para los cuales  P, Q y R están alineados y la ecuación de la recta que 

los contiene.    (3 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿plano π   que contiene los puntos   P,  Q  y  R  para α = 1?  

P(1, 1, 0),  Q(2, – 1, 1) y R(1, 3, – 1) 

Del plano  π  conocemos  

( )















−

−

),,(

),,(

,,

120PR

121PQ
directoresvectores

011Ppunto

 

La ecuación del plano  π  será:   

01z2y0z21y0

001

121

z1y1x

FF

0

120

121

z1y1x

23

=−+→=+−→=−

−−

+

=

−

−

−−

 

 
Por tanto, la ecuación del plano   ππππ :   y + 2 z – 1 = 0 
 
¿Distancia del plano  π  al origen de coordenadas O(0,0,0)? 

( ) ..´..
.

, lu44720lu
5

5

5

1

5

1

210

1020
Od

222
≅==

−
=

++

−+
=π  

 
 
b) ¿recta r /  R ⊂ r   y  r // s {P y Q ∈ s}? 
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Por tanto, r: 
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=

−

−
=

−
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¿d(r,s)? 
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r
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5210vPP 222
ssr =++=×  

Finalmente,  d(r,s) = ..´ lu91290
6

5
≅  

 
 
c) ¿α / P, Q y R estén alineados? 

P, Q y R están alineados cuando  PRPQ //  

P(1, 1, 0),  Q(2, – 1, 1) y R(α, 3, – 1) 

0111
1

1

1

1

2

2

1

1
PRPQ

121PR

121PQ
=+−=−=

−
→

−
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−
=

−
→
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Para este valor de  α, la ecuación de la recta que contiene a P, Q y R es: 

{escogiendo como punto  P  y como vector director PQ } 

1

z

2

1y

1

1x
=

−

−
=

−
. 

 
Solución:  P, Q y R estén alineados cuando  αααα = 0   y  

la ecuación de la recta que los contiene es 
1

z

2

1y

1

1x
=

−

−
=

−
. 
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Problema 3. Dados los puntos  A = ( 2, 0, 0 )  y  B = ( 0, 1, 0 ), y la recta 

z
3

1y

2

1x
s =

−
=

−
:  

a) Hallar la ecuación de la recta  r  que pasa por los puntos  A  y  B.   (2 puntos) 
b) Determinar la ecuación implícita del plano que contiene a  la recta  s  y es paralelo a la 

recta r.  (4 puntos) 
c) Calcular la distancia del punto  A  a la recta  s.   (4 puntos) 

 
Solución: 
a) ¿r?  /  r  es la recta que pasa por  A y B. 

De la recta  r  conocemos  
0

z

1

y

2

2x
r

012ABvdirectorvector

002Apunto

r
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−

−
→







−==
→ :
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La ecuación de la recta  r  como intersección de dos planos: 
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Solución:     




=

=+

0z

2y2x
r :      

 
 
b)  rys ¿Plano ///? πππ ⊂   

z
3

1y

2

1x
s =

−
=

−
:  

Para obtener la ecuación del plano necesitamos un punto y dos vectores directores de él. 
Punto, como  s ⊂ π  →  Ps ∈ π  →  Ps(1,1,0) 

Vectores directores, 

),,(//

),,(

012vvr

132vus

r

s

−=→

==→⊂

→

→→

π

π
 

 
La ecuación del plano  π  la obtenemos calculando: 
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08z21y11x

0
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Solución:  la ecuación del plano  ππππ   es   x + 2 y – 8 z – 3 = 0. 
 
 



c) ¿d(A,s)? 

A(2,0,0)   y  
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Problema 4. Dados los puntos  A = ( 2 , 1, – 2 )  y  B = ( 3, 2, 3 ),  y el plano   π   definido por  
2 x + 2 y + z = 3,   obtener:  

a) El punto de corte  C  entre el  plano  π  y la recta perpendicular  a  π  que pasa por  B. 

(5 puntos) 
b) El área del triángulo cuyos vértices son  A, B y C .  (5 puntos) 

 
Solución: 
 
a)  Llamando  r  a la recta perpendicular a  π  que pasa por B. Obtengamos la ecuación de  r. 

De la recta  r conocemos  
( )

( )
ℜ∈
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==→⊥
→→ λ

λ

λ

λ

π π 3z

22y

23x

r
122nvrdirectorvector

323Bpunto

r

:
,,,

,,
 

 
Sustituyendo los valores de  x, y, z de  r  en la ecuación del plano  π,   
2 ( 3 + 2 λ ) + 2 ( 2 + 2 λ ) + 3 + λ  = 3;    6 + 4 λ + 4 + 4 λ + 3 + λ  = 3;    9 λ + 13 = 3;     9 λ = – 10;    

9

10−
=λ  

El punto  C  lo obtendremos sustituyendo este valor de  λ  en la ecuación de  r: 
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Solución: 
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b)  Área del triángulo de vértices  A, B y C. 

El área de este triángulo  la calculamos mediante la fórmula   
→→

×= BCAB
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1
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El área del triángulo pedida es  25  u.a. 
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Problema 3. Dados los puntos  A = (2,– 1,0),  B = (1,2,3) y  C = (– 1,0,0): 
a) Hallar la ecuación implícita de la recta  r  que contiene a los puntos  A  y  B.   (3 puntos) 
b) Hallar la ecuación del plano  π  que es perpendicular a  la recta anterior  r  y que contiene 

al punto  C.  (4 puntos) 
c) Calcular la distancia del punto  A  al plano  π.   (3 puntos) 

 
Solución: 
a) ¿recta r?  / r  contiene a los puntos   A y B. 

De la recta  r  conocemos  






−==
→

),,(

),,(

331ABvdirectorvector

321Bpunto

r

 

La ecuación continua de  r:
3
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1
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−
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A partir de ella obtenemos su ecuación implícita: 
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Solución:  la ecuación implícita de la recta   r  es   




=−+

=−+

06zx3

05yx3
. 

 
 
b)  πππ ∈⊥ Cyr ¿Plano /?   

Representamos por  
→

πn  el vector perpendicular al plano π. 

),,( 331vnrComo r −==→⊥
→→

ππ  

La ecuación del plano  π  será:  – x + 3 y + 3 z + D = 0 
Como el punto  C(– 1,0,0) ∈ π   →     – (– 1) + 3 . 0 + 3 . 0 + D = 0;  1 + D = 0;   D = – 1  
Luego   π: – x + 3 y + 3 z – 1 = 0     o bien     x – 3 y + 3 z + 1 = 0 

 

Solución:  la ecuación del plano pedido  es    x – 3 y + 3 z + 1 = 0. 
 
 
c)  ¿d(A,π)? A = (2,– 1,0)    y    π: x – 3 y + 3 z + 1 = 0. 

( ) 37651
19

6

19

6

331

103132
Ad

222
´
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)(
, ≅==

+−+

+⋅−−⋅−
=π  

 

Solución: ( ) ..´.., lu37651lu
19

6
Ad ≅=π  
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Problema 4. Dada la recta  r: (x,y,z) = (1,1,0) + λ (– 1,– 1,2),  y el plano   π: 5 x + m y + z = 2: 
a) Obtener la posición relativa de  r  y  π  en función de  m.    (6 puntos) 
b) Para  m = 1, calcular el plano  π´ que contiene a  r  y es perpendicular a  π.    (4 puntos) 

 
Solución: 
a) Posición relativa de  r  y  π  en función de m. 

A partir de la ecuación vectorial de la recta  r  escribimos la paramétrica  








=

−=

−=

λ

λ

λ

2z

1y

1x

 

Sustituyendo el valor de x, y, z  de  r  en la ecuación del plano   π: 
( ) ( ) 021m15 =+−+− λλλ , en esta ecuación la incógnita es  λ   y   m  es un parámetro. 

( ) m3m3

m52m3

2mm35

02mm55

−−=−−

−−=−−

=−+−

=+−+−

λ

λλ

λλ

λλλ

 

Estudiemos la ecuación final,   – 3 – m = 0   →    m = – 3 
 
Si   m = – 3, la ecuación anterior queda   0 λ = 0   →   0 = 0  que es una identidad; por tanto la ecuación 
tendría infinitas soluciones y esto quiere decir que  la recta está contenida en el plano. 
 

Si m ≠  – 3   →     – 3 – m ≠  0   →     la solución de la ecuación sería   1
m3

m3
=

−−

−−
=λ ; por tanto la 

ecuación tiene una única solución y esto quiere decir que la recta y el plano se cortan en un punto. 
 

Solución:  si   m = – 3,    r ⊂⊂⊂⊂ ππππ 

   si  m ≠≠≠≠  – 3,   r   y   ππππ   se cortan en un punto. 
 
 
b)  Para  m = 1, ππππ ⊥′′⊂′ yr ¿plano /?   

Representamos por  
→

πn  el vector perpendicular al plano π, ( )115n ,,
→

π . 

Como   πππ π
′→⊥′

→

dedirectoresn  

Como  
( ) π

π
π

π
′−−

′∈
→⊂ →

dedirectores211v

011rdepuntoel
r

,,

),,(
 

 
Entonces del plano   π´  tenemos  un punto y dos vectores directores, la ecuación del plano  π´  la obtenemos 
calculando: 
 

08z4y11x30z411y113x3

04z111y31x

0
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1y
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Solución:  la ecuación del plano  ππππ´   es  3 x – 11 y – 4 z + 8 = 0. 
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Problema 3. Se dan las rectas 
2

1z

1

3y

2

3x
sy

2

1z
2y1xr

+
=

−

−
=

−

−−
=−=− :: . Se pide: 

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto  P  de intersección.  (5 puntos) 
b) Determinar la ecuación de la recta que pasa por  P  y es perpendicular a  r  y  a  s.  (5 puntos) 

 
Solución: 
a)  Comprobar que   r  y  s   se cortan  

Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas. 
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Para estudiar la posición relativa de las rectas  r  y  s  estudiamos el rango de la matriz  




 →→

srsr PPvv , es 

decir:   
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Rango de M, {M es  3 x 2, luego máximo rango de M es 2} 
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Rango de M´, {M´ es  3 x 3, luego máximo rango de M es 3}. 
Por el cálculo del rango de M, sabemos que   ran (M´) ≥ 2 

2Mran0424442

222

111

221

=→=++−+−−=

−−

´)(  

Como  ran (M) = ran(M´) = 2, las rectas  r  y  s  se cortan. 

 
El punto de corte entre  r  y  s  lo obtenemos resolviendo el sistema de las rectas a partir de sus ecuaciones 
paramétricas. Es decir, 
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   De este sistema, según el estudio de rangos anterior, sabemos que 

rango de la matriz de coeficientes = rango de la matriz ampliada = 2 = nº de incógnitas (λ  y  α ). 
Resolvemos usando 1ª y 2ª ecuación (corresponden al menor de orden 2 no nulo). El sistema a resolver es: 

1

1

22

2x11

22
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αλ

αλ

αλ

αλ

ª)(  

Sustituyendo en la 2ª ecuación:   λ + 1 = 1;   λ = 0 
 
Sustituimos los valores de las incógnitas en las ecuaciones de  r  y  s  para comprobar que se obtiene el 
mismo punto. Sólo sería necesario sustituir en una de las rectas. 
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Por tanto, el punto de corte entre las rectas  r  y  s  es  P ( 1 , 2 , 1 )  

 
 

b) ¿recta t  /   P ∈ t   y   syrt ⊥ ? 

Como  
→→→→→→

→→→

→→→
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Por tanto   ( )164vt ,, −
→

.  Como  P ( 1 , 2 , 1 ) ∈ t, la ecuación de la recta  t  será: 

 

Ecuación paramétrica   ℜ∈
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Problema 4.  Sea el plano  π: 6 x + 4 y – 3 z – d  = 0. Se pide: 

a) Calcular los valores de  d  para que la distancia del plano al origen sea una unidad.    

(2 puntos) 
b) Calcular, en función del parámetro  d, las coordenadas de los puntos  A, B y C que 

resultan de intersectar el plano  π  con los ejes de coordenadas,  X, Y  y  Z, 

respectivamente.  (3 puntos) 

c) Para  d ≠ 0, calcular el ángulo formado por los vectores ACyAB   determinados por 

los puntos del apartado anterior.   (5 puntos) 
 

Solución: 
a) ¿d? / d ( π , (0,0,0) ) = 1. 
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Solución:   .61do61d −==  

 
 

b) Calculemos los tres puntos A, B y C, intersección del plano π con cada uno de los tres ejes coordenados. 

A, corte del plano π  con eje X.   La ecuación del eje  X  es: 
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B, corte del plano π  con eje Y.   La ecuación del eje  Y  es: 
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C, corte del plano π  con eje Z.   La ecuación del eje  Z  es: 
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Solución: los puntos son  .,,,,,,, 
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c) Para  d ≠ 0, calcular el ángulo formado por los vectores 
→→

ACyAB . 
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Solución: el ángulo formado por los vectores     
→→

ACyAB  
 es  75´6367º   o   1´3201 rds. 
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EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 2. Dados los puntos A=(1,-2,3) y B=(0,2,1), se pide: 

a) La ecuación paramétrica de la recta que pasa por ambos puntos.   (1,1  puntos) 
b) La ecuación del plano π  que está a igual distancia de A y de B.  (1,1 puntos) 
c) La distancia al origen de la recta intersección del plano 2y-z=0 con el plano π  del apartado b).  (1,1 puntos) 
 

Solución: 
a) Ecuación paramétrica de la recta que pasa por  A  y  B. 

De la recta   r  sabemos 




 

punto  A(1,-2,3) 

vector director )2,4,1(−=AB  

Por lo tanto la ecuación paramétrica de la recta r es: 
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b) El plano que está a igual distancia de los puntos  A  y  B  pasará por el punto medio del segmento AB y será 

perpendicular al vector AB  
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La ecuación del plano buscado será  – x + 4 y – 2 z + D = 0  con la condición de que pase por el punto M, luego 
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La ecuación del plano será  0
2

9
24 =+−+− zyx   – 2 x + 8 y – 4 z + 9 = 0 

 
 

c)  

La ecuación de la recta s, intersección de los dos planos,  será 
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La distancia del origen ( O ) a la recta  s  la calculamos mediante la expresión, 
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vOP
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Necesitamos encontrar un punto y un  vector director de la recta  s.  
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de  s. 
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sustituyendo en la 1ª ecuación 
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. a) Hallar la distancia del punto P=(3,-1,4) a la recta  r  intersección de los planos:  (1,8 puntos) 
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b) Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta  r  y el punto  P.  (1,5 puntos) 

 

Solución: 
a) Como al sustituir las coordenadas del punto P en el primer plano, 2 . 3 – 1 – 4 + 5 = 6, el punto P no pertenece a 

la recta  r. Calculamos la distancia entre P  y  r  mediante la expresión. 
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Para utilizar esta expresión debemos conocer un punto de la recta  r  y su vector director. 
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de  r. Resolvemos el sistema formado por los dos 
planos 
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podemos tomar   x  e  y   como incógnitas principales, el sistema a resolver sería 
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Las ecuaciones paramétricas de r  serán ℜ∈
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b) Al plano que pasa por la recta  r  y el punto P  lo llamamos  δ  
De este plano conocemos un punto y dos vectores directores que son, 
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La ecuación implícita del plano será 0
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Desarrollando por la primera columna, 
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El plano que pasa por la recta  r  y  el punto  P  es 0117112: =−++− zyxδ  
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 4. Sean  r  y  r´ las rectas del espacio 
3ℜ , determinadas del modo siguiente: 

 r  pasa por los puntos  A = (3,6,7)  y  B = (7,8,3)  y  r´ es la recta de intersección de los planos de ecuaciones: x – 4 y – z 

= - 10  y  3 x – 4 y + z = - 2. Se pide: 

a) Calcular de cada una de las rectas r  y  r´  una ecuación paramétrica y determinar la posición relativa de ambas  (1 
punto). 

b) Calcular la distancia  d  entre las rectas  r  y  r´   (1,3 puntos). 
c) Calcular el área del triángulo de vértices A, B y C, siendo C un punto cualquiera de la recta  r´ (1 punto). 
 
Solución: 
a) Ecuación paramétrica de r 

De la recta r 
conocemos 
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Una ecuación paramétrica de r´ la encontramos resolviendo el sistema de ecuaciones que la define, 
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Resolvemos el siguiente sistema, 
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Una ecuación paramétrica de   r’  es ℜ∈
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Determinemos la posición relativa de las dos rectas. Las ecuaciones paramétricas obtenidas nos dan un punto y un 
vector director de cada una de ellas, 
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observemos que 
→

′

→→

′

→

⇒= rrrr vvvv //2  

La posición relativa de las dos rectas la obtenemos estudiando los rangos de las siguientes matrices, 
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La primera y segunda columna de M´ son proporcionales, luego  rang (M´) ≤ 2. Consideramos el siguiente menor de 
orden 2 de M´ 
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b) Como las dos rectas son paralelas, la distancia entre ellas es la distancia de un punto de una a la otra 
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c) La representación gráfica aproximada del triángulo ABC es, 

 
En el cálculo del área del triángulo interviene la base que será d(A,B) y la altura que será d(C,r). 
Como las rectas  r  y r’ son  paralelas  d(C,r) = d(r’,r) = 6 (calculada en el apartado b) 

..18
2

6.6

63616416)73()68()37(),( 222

auA

BAd

T ==

==++=−+−+−=
 

 



Matemáticas II   Junio 2003 

 
EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 4. Sean  r  la recta y  π el plano de 
3ℜ , determinados del siguiente modo:  

  r  pasa por los puntos (2,2,4)  y  (-1,2,1)   y el plano  π  pasa por los puntos (1,0,1), (1,-1,0) y (3,0,0). Se pide: 

a) Probar que la recta  r  no es paralela a   π  (1 punto). 

b) Calcular el punto  P  de   intersección de  r  y  π  y  el ángulo que forman la recta  r  y el plano  π (1 punto). 

c) Determinar los puntos  S  y  T  de la recta  r  que cumplan que su distancia a  π  sea 4 (1,3 puntos). 

 

Solución: 
a) Obtengamos el vector director de la recta r 

)3,0,3()1,2,1()4,2,2( =−−=
→

rv  
Obtengamos el vector ortogonal al plano π  
(1,0,1) – (1,-1,0) = (0,1,1) 
(1,0,1) – (3,0,0) = (-2,0,1) 
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(3,0,3) . (1,-2,2) = 3 + 6 = 9 0≠ , luego la recta no es paralela al plano π  
 
 

b) Obtengamos las ecuaciones de la recta y del plano, 
De la recta r conocemos uno de sus puntos (2,2,4) y su vector director obtenido en el apartado anterior, luego: 
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Del plano π  conocemos su vector ortogonal, obtenido en el apartado anterior, la ecuación general del plano será:  x 
– 2 y + 2 z + D = 0; como el plano contiene al punto, por ejemplo, (3,0,0) sustituyendo en la ecuación anterior 
obtenemos el valor de D 
3 + D = 0,  luego  D = – 3 

0322: =−+− zyxπ  
Busquemos el corte entre la recta y el plano, sustituyendo los valores de x, y, z de la recta en la ecuación del plano, 
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Sustituyendo en la ecuación de la recta obtenemos el punto de corte, 
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El punto de corte es (1,2,3) 

 
Para calcular el ángulo que forman la recta y el plano utilizamos el vector director de la recta y el ortogonal del 
plano, 
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Por lo tanto el ángulo que forman la recta y el plano es º45
4
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c) Para calcular la distancia entre un punto y un plano utilizamos la expresión, 
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En nuestro caso, 
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Los puntos buscados serán, 
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 2. Dados los planos π1 : x + y + z = -5 ,   π2 : x – 3 y - z = 3  y la recta ,
23
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se pide: 

a) Determinar razonadamente la posición relativa de la recta  r  y la recta  s  intersección de los planos π1     y    

π2 . (1,7 puntos) 
b) Obtener razonadamente la ecuación del plano que contiene a la recta  s  anterior y es paralelo a  r. (1,6 puntos) 

 

Solución: 
a) 

La recta s es de 
ecuación 
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por las incógnitas   x     z 
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sustituyendo en la 1ª ecuación:  – 1 + y + z = – 5 – y ; despejando z,   z =  – 4 – 2 y 
 

La ecuación de la recta s será ℜ∈
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Para estudiar la posición relativa de las rectas  r  y  s hay que estudiar el rango de la matriz  
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Por lo tanto las rectas   r  y  s  se cruzan. 
 

 
 
b) Ecuación del plano que contiene a la recta  s  y es paralelo a la recta  r. El plano que buscamos lo podemos calcular 
de dos formas diferentes. 
 

1ª forma. 
De la recta s, como calculamos en el apartado anterior, conocemos un punto y un vector director;  
el plano buscado, π , contiene a la recta s luego ss vyP

r
 serán un punto y un vector director de π  

Como π  debe ser paralelo a la recta  r  el otro vector director de π  será el de  r. 

Del plano π  conocemos 
)2,3,2(

)2,1,1(

)4,0,1(

r

s

s

v

v

P

r

r
−

−−

 su ecuación será ℜ∈
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Calculemos la ecuación general del plano, 
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=
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 Solución 01268: =++− zyxπ  

 
 
2ª forma. 
El haz de planos que contienen la recta  s  es 

ℜ∈=−−−++++ λλ 0)33()5( zyxzyx  

Efectuando operaciones, 
ℜ∈=−+−+−++ λλλλλ 035)1()31()1( zyx  

El plano π  que buscamos será uno de los anteriores. 
 

El vector ortogonal al plano anterior es ℜ∈−−+ λλλλ )1,31,1(nv
r

 
 

Como el plano π  debe ser paralelo a la recta r, se cumplirá que 0. =→⊥ rnrn vvvv
rrrr
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La ecuación del plano buscado será: 
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 Solución 01268: =++− zyxπ  
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. Se consideran la recta  r: (x, y, z) = (t + 1, 2 t, 3 t), el plano  π: x – 2 y – z = 0  y el punto P = (1, 1, 1). Se 

pide 

a) Determinar la ecuación del plano π1 que pasa por el punto P y es paralelo al plano π (0,9 puntos). 

b) Determinar la ecuación del plano π2 que contiene a la recta  r  y pasa por el punto P (1,2 puntos). 

c) Calcular la ecuación paramétrica de la recta intersección de los planos anteriores, π1 y π2 (1,2 puntos). 

 

Solución: 

a) Como el plano   1π  debe ser paralelo a :1ππ ⇒  x – 2 y – z + D = 0  
 

Como ⇒∈ 1πP  1 – 2 . 1 – 1 + D = 0;   - 2 + D = 0;   D = 2; luego 022:1 =+−− zyxπ  

 
 

b) De la recta r conocemos: Punto Pr(1,0,0) y vector director    )3,2,1(rv
r

. Obtenemos el vector 

2)1,1,0( πdedirectorseráquePP r

→

 

Del plano 2π  conocemos: un punto P(1,1,1) y los vectores directores rr PPyv
→r

 

La ecuación general de este plano será, 
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x

 desarrollando por la primera columna, 0
12

01
)1(

13

01
)1(

13

12
)1( =−+−−− zyx  

( x – 1 ) (-1) - ( y - 1) 1 + ( z – 1 ) 1 = 0 

- x + 1 – y + 1 + z – 1 = 0 

- x – y + z + 1 = 0 

x + y – z – 1 = 0 
 

Solución 01:2 =−−+ zyxπ  

 
 

c) La recta intersección de   21 ππ y  será 
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Para encontrar las ecuaciones paramétricas de esta recta resolvemos el sistema anterior, 

como el 
menor 

0321
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2
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−1
 podemos considerar como incógnitas principales  x  e  y. El sistema a 

resolver es, 
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Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de esta recta son: ℜ∈








=

=

=

λ

λ

λ

z

y

x

1  

 



Matemáticas II   Junio 2005 

 
EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 2. Se considera el plano π : y + z – 12 m = 0 (m parámetro real) y la rectas 
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Sean A, B y C los puntos de intersección de π con  u,  v    y   w, respectivamente.  

a) Calcular las coordenadas de A, B y C en función de  m (1,8 puntos) 
b) Hallar los valores de m para los que el área del triángulo ABC es  1 u.a. (1,5 puntos) 

 

Solución: 
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b) El área del triángulo ABC se obtiene a partir de la fórmula 
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Como hemos resuelto una ecuación irracional, 222 m=  
debemos comprobar las soluciones 
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por el punto (-7, 2, -3) y tales que las proyecciones 

perpendiculares del origen sobre dichos planos son puntos de la recta (x,y,z)=(0,4,1)+t(1,0,0)  (3,3 puntos). 

 

Solución: 
Los datos del problema son:   recta  r: (x,y,z)=(0,4,1) + t (1,0,0) = (t, 4, 1)   y   el punto   Q(-7, 2, -3) 
Llamamos π  a los planos buscados. 
 
Las proyecciones perpendiculares del origen sobre π  son puntos de la recta r, serán de la forma P(t, 4, 1) 
 
Consideramos los vectores:  PQ (t + 7, 2, 4)   y   OP (t, 4, 1)    
PQ es un vector contenido en el plano π   y  OP es perpendicular a π , luego  PQ . OP = 0 

 (t + 7, 2, 4) . (t, 4, 1) = 0;   t2 + 7 t + 8 + 4 = 0;   t2 + 7 t + 12 = 0; 
4

3

2

17

2

48497

2

1

−=

−=
=

±−
=

−±−
=

t

t
t

 
 
Para t = – 3 ,   
 OP = (-3, 4, 1) y  OP es perpendicular a π , la ecuación de  π  será: - 3 x + 4 y + z = D 
 como el punto Q es de π , - 3 (-7) + 4 . 2 – 3 = D;   21 + 8 – 3 = D;   D = 26 
 La ecuación de π  es: - 3 x + 4 y + z = 26   →   3 x – 4 y – z = – 26   →    
 3 x – 4 y – z + 26 = 0 
  
Para t = – 4,  
 OP = (-4, 4, 1) y  OP es perpendicular a π , la ecuación de  π  será: - 4 x + 4 y + z = D 
 como el punto Q es de π , - 4 (-7) + 4 . 2 – 3 = D;   28 + 8 – 3 = D;   D = 33 
 La ecuación de π  es: - 4 x + 4 y + z = 33   →   4 x – 4 y – z = – 33   →    
 4 x – 4 y – z + 33 = 0 
 
 
Las ecuaciones de los planos pedidos son: 03344:02643: 21 =+−−=+−− zyxyzyx ππ  
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EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 2. En el espacio se consideran: 

La recta  r  intersección de dos planos de ecuaciones implícitas:   x + y – z = 5    y    2 x + y – 2 z = 2 . 

Y la recta  s  que pasa por los puntos  P = (3, 10, 5)  y  Q = (5, 12, 6). Se pide: 
a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta  r  (0,6 puntos) y de la recta  s  (0,4 puntos). 
b) Calcular el punto  H  intersección de  r  y  s  (0,6 puntos) y el ángulo α   que determinan  r  y  s  (0,4 puntos). 
c) Calcular los puntos  M  y  N  de la recta  r  para los que el área de cada uno de los triángulos de vértices   

PQM  y   PQN  es 3 unidades de área (1,3 puntos). 
 

Solución: 
Datos del problema: 
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a) Ecuaciones paramétricas de  r  y  s. 

De  r,  resolver el sistema que la define, 

Como  0121
12

11
≠−=−=

 
x  e  y  incógnitas principales. 

El sistema a resolver será: 
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Resolviéndolo por Cramer 
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Las ecuaciones paramétricas de la recta r: 
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De s, a partir de los dos puntos conocidos calculamos su vector director, 
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b)  
Corte entre  r  y  s (H) 
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas  r  y  s  obtenidas en el apartado anterior, 
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sustituyendo el valor de  µ  en las otras dos ecuaciones, 
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Como obtenemos el mismo valor de  λ en las dos ecuaciones, el sistema tiene solución. Sustituyendo el valor de  λ  en 
la recta  r  o  el valor de  µ  en la recta  s  obtendremos el punto  H  buscado. 
Para  λ = 4,  H ( – 3 + 4, 8 , 4 ) = ( 1, 8, 4) 
 
El ángulo que forman las rectas  r  y  s  es el ángulo que forman sus vectores directores, 
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c) 
Como los puntos  M  y  N  pertenecen a la recta  r sabemos que serán de la forma 

ℜ∈+− λλλ ),8,3(  
El triángulo PQM está determinado por los puntos P, Q y M; calculamos su área a partir de los vectores que 

determinan el triángulo, por ejemplo, 
→→

PMyPQ . 
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Obtenemos dos valores de  λ, a partir de ellos obtendremos los dos puntos pedidos. 
Para λ = 6   M(3, 8, 6) 
Para λ = 2   N(-1, 8, 2) 
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. Dados los puntos A = (4, -4, 9);   B = ( 2, 0, 5);  C = (4, 2, 6);  L = (1, 1, 4);   M = (0, 2, 3);   y   N = (3, 

0, 5), se pide: 

a) Calcular la distancia  d  del punto C al punto medio del segmento de extremos A, B  (0,5 puntos) y el área  S  

del triángulo de vértices A, B, C  (1 punto). 
b) Calcular las ecuaciones implícitas del plano  π  que pasa por los puntos A, B, C   (0,4 puntos) y del plano  π’  

que pasa por los puntos L, M, N  (1 punto). 
c) Calcular la ecuación paramétrica de la recta  r intersección de los planos  π  y  π’  (0,6 puntos) y el ángulo α  

que determinan los planos  π  y  π’  (0,4 puntos) 
 

Solución: 
a) 
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b) 
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La ecuación implícita del plano π la obtenemos, 
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La ecuación implícita del plano π es   – 2 x + y + 2 z – 6 = 0 
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La ecuación implícita del plano π’ la obtenemos, 
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La ecuación implícita del plano π’ es   y +  z – 5 = 0 

 
 
c) 
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x  e  y  serán las incógnitas principales. El sistema a resolver es: 
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Sustituyendo el valor de y en la 1ª ecuación:  – 2 x + 5 – z = 6 – 2 z ;   – 2 x  = 1 –  z ; 
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La ecuación paramétrica de la recta r será ℜ∈
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Para calcular el ángulo que forman los planos  π   y   π’  obtenemos sus vectores normales, 
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PROBLEMA A.2. Dadas las rectas de ecuaciones 
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se pide: 

a) Justificar que las rectas  r  y  s   se cruzan.  (4 puntos) 
b) Calcular razonadamente la distancia entre las rectas  r  y  s.  (3 puntos) 
c) Determinar la ecuación del plano  π   que es paralelo y equidistante a las rectas  r  y  s. 

  (3 puntos) 
 
Solución: 
a) Para comprobar que las rectas  r  y  s   se cruzan calculemos punto y vector director de cada una de ellas. 
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Procedamos a comprobar que las rectas se cruzan. Vamos a realizar los cálculos de dos formas distintas. 
Primera forma. 

→≠
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)0,1,1()4,1,1( sr vyv  no son paralelos 

Veamos si las rectas se cortan, para ello resolvemos el sistema formado por las cuatro ecuaciones 
que definen las rectas, 
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La segunda y tercera ecuaciones son incompatibles, coeficientes de incógnitas proporcionales pero 
no los términos independientes, por lo tanto el sistema no tiene solución. 
 
Rectas con vectores directores no paralelos y que no se cortan, las rectas  r  y  s   se cruzan. 

 
Segunda forma. 

Estudiar y comparar los rangos de las siguientes matrices: 
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b) d(r,s) 

Como las rectas  r  y  s   se cruzan podemos calcular la distancia entre ellas mediante la expresión: 
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También podemos calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan de esta otra forma. 
Vamos a buscar un punto de la recta  r  y otro punto de la recta  s  de forma que el vector que forman estos 
dos puntos sea perpendicular a las dos rectas, de esta forma la distancia entre las dos rectas será la 
distancia entre esos dos puntos. 
Sea  P  un punto cualquiera de  r, 
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Sea Q un punto cualquiera de  s, 
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Luego  )54,2,( ++−+= λλµλµPQ  

Buscamos los valores de  λ  y  µ  de forma que sr vPQyvPQ ⊥⊥  
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c) Ecuación del plano  π   que es paralelo y equidistante a las rectas  r  y  s. 

La ecuación de este plano vamos a obtenerla de dos formas, análogamente a lo realizado en los apartados 
anteriores. 
Primera forma. 

))()2,4,4(// bapartadodelvvnsyrComo sr −−=×=→ ππ  

Luego el plano  π   paralelo a  r  y  s  tiene por ecuación: 4 x – 4 y – 2 z + D = 0   y debe cumplir 
que  d( π, r ) = d( π, s )   
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El plano  π  será:  4 x – 4 y – 2 z + 19 = 0 
 
 
 



Segunda forma. 
Considerando el proceso de resolución del apartado b), en la segunda forma, el plano  π   pasará 
por el punto medio del segmento de extremos P0 y Q0  y sus vectores directores serán los de las 
rectas  r  y  s, 
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La ecuación del plano  π   la obtenemos de la siguiente forma, 
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El plano  π  será:  4 x – 4 y – 2 z + 19 = 0 
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PROBLEMA B.2. Sea  r  la recta de vector director  ( 2, – 1 , 1 ) que pasa por el punto 

 P = ( 0, 3, – 1 ). Se pide: 

a) Hallar razonadamente la distancia del punto A = ( 0, 1, 0 )  a la recta  r.  (4 puntos) 
b) Calcular razonadamente el ángulo que forma la recta que pasa por los puntos P  y  A con 

la recta  r  en el punto  P.  (4 puntos) 
c) Si Q es el punto donde la recta  r  corta al plano de ecuación  z = 0, comprobar que el 

triángulo de vértices APQ tiene ángulos iguales en los vértices  P  y  Q.  (2 puntos) 
 
Solución: 
De la recta  r  conocemos un punto y su vector director, es decir: 
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b)  
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pero como  α  es el ángulo entre dos rectas ( α ≤ 90º ) entonces  α = 56´7891º 
 
 

c) Q = r  ∩ { z = 0 } 
Obtengamos el punto Q, 
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La intersección de esta recta con el plano  z = 0  la obtenemos resolviendo la ecuación: 
   – 1 + λ = 0   →   λ = 1 

Por lo tanto el punto de corte será:  )0,2,2(
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El triángulo APQ será,  

 

Los ángulos que tenemos que comprobar que son iguales 
son: 
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Cálculo de γ, 
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Como  cos β = cos γ   y   β  y  γ  son ángulos de un triángulo (β  y  γ < 180º)  entonces   β = γ, que es lo que 
queríamos comprobar. 
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PROBLEMA A.2. En el espacio se dan las rectas 
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Obtener razonadamente: 

a) Un punto y un vector director de cada recta.  (3 puntos) 
b) La posición relativa de las rectas  r  y  s.  (4 puntos) 
c) Determinar la ecuación del plano que contiene a  r  y es paralelo a  s.  (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  Calculemos las ecuaciones paramétricas de las rectas resolviendo los sistemas que las definen, 
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 resolvemos usando  x  e  y   como incógnitas principales. 
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Sustituyendo el valor de  x  en la 2ª ecuación:  
2 ( 2 – z ) – y =  – z;   4 – 2 z – y =  – z;    – y =  – 4 + 2 z – z;    – y =  – 4 + z;    y = 4 – z  

luego  ℜ∈
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Como  ,01
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 resolvemos usando  z  e  y   como incógnitas principales. 
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De la 1ª ecuación:   y = – 3 + 2 x 
Sustituyendo el valor de   y   en la 2ª ecuación:  
  – ( – 3 + 2 x ) – z = 2 – x;   3 – 2 x – z = 2 – x;    – z =  2 – x – 3 + 2 x;    – z =  – 1 + x;    z = 1 – x  

luego  ℜ∈
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b) Estudiamos la posición relativa de las rectas  r  y  s  a partir del sistema que se obtiene al igualar sus ecuaciones 
paramétricas, 
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La  1ª  y  la  3ª  ecuaciones son incompatibles, por lo tanto  r  y  s  son paralelas o se cruzan. 
Veamos si los vectores directores de las rectas son paralelos, 



Estudiemos el rango de la matriz formada por los vectores directores:  
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,  los vectores no son paralelos. 

 
Por lo tanto, las rectas  r   y   s   se cruzan. 
 
 

c) Buscamos un plano  π  /  syr //ππ⊂ , por lo tanto del plano  π  conocemos  
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Por lo tanto, las ecuaciones del plano  π   serán: 

Ecuación paramétrica:   ℜ∈
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π:  x + z = 2 
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PROBLEMA B.2. En el espacio se dan las rectas 
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Obtener razonadamente: 

a) Un vector director de cada una de las rectas.  (2 puntos) 
b) La ecuación del plano perpendicular a la recta  r   que pasa por el punto (0,1,3).  (3 puntos) 
c) El punto de intersección de las rectas  r  y  s  (2 puntos)   y la ecuación del plano  π  que contiene 

a estas rectas  r  y  s (3 puntos). 
 

Solución: 

a)  La ecuación de la recta  r  es la paramétrica, luego  )0,1,1( −=
→

rv  

La ecuación de la recta  s  es la continua, luego  )1,1,1(=
→

sv  

 

 

b) ¿Plano πππ ∈⊥ )3,1,0(/ yr ? 

Como  )0,1,1( −==→⊥
→→

rvnr ππ . Por lo tanto la ecuación del plano  π  será:  x – y + 0 . z + D = 0; operando 

x – y + D = 0 

Como →∈π)3,1,0( 0 – 1 + D = 0;  D = 1  

Finalmente, la ecuación del plano  π  es:  x – y + 1 = 0 

 

 
c) Cálculo del punto   P = r ∩ s 

Escribamos la ecuación paramétrica de la recta  s: ℜ∈
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El punto  P  lo obtenemos resolviendo el sistema  
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,  sustituyendo el valor de  µ  en la 1ª y 

en la 2ª ecuaciones: 
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λ
. Por lo que la solución del sistema es  λ = 1  y  µ = 0. 

El punto  P  lo obtendremos sustituyendo el valor de  λ  en la ecuación de la recta  r  o el valor de  µ  en la ecuación 

de la recta  s.  

Sustituyendo el valor de  λ  = 1  en la recta  r, obtenemos  P = ( 1 , 0 , 3 ) 

 

Cálculo del plano  π  que contiene a   r  y  s.  El plano  π  contendrá al punto  P  y  dos de sus vectores directores 

serán los de las rectas  r  y  s. Por lo tanto la ecuación de  π  será: 
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Es decir,   π : x + y – 2 z + 5 = 0 
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PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 








−=

=

+=

α

α

α

2

21

:1

z

y

x

r    y   








−−=

+=

−=

β

β

21

1

1

:2

z

y

x

r    , siendo  α  y  β  parámetros 

reales. 

Calcular razonadamente: 

a) Las coordenadas del punto de corte de  r1  y  r2.  (3 puntos) 
b) La ecuación del plano que contiene esas dos rectas.  (4 puntos) 
c) La distancia del punto  (0, 0, 1) a la recta  r2.  (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  Punto de corte entre las rectas  r1  y  r2: 

Hay que resolver el sistema: 
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De la primera ecuación:  1
2

2
−=

−
=α ,  sustituyendo en las otras dos ecuaciones: 
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Como hemos obtenido el mismo valor de  β, el sistema tiene como solución: α = – 1   y   β = – 2 
Sustituyendo  el valor de  α  en la recta  r1    o   el valor de  β  en la recta  r2   obtendremos el punto de corte entre 
las dos rectas. 

Para  α =  – 1,   
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.    El punto de corte entre  r1  y  r2  es  P ( – 1 , – 1 , 3 ) 

 
 
 

b) El plano que contiene a las dos rectas tiene como punto el obtenido anteriormente, P, y como vectores directores los 
de las rectas. Es decir, 

Elementos del plano pedido:  
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Por lo tanto, la ecuación general del plano pedido es:   – x + 4 y + 2 z – 3 = 0 
 

 
 
 



c) Llamando  Q (0,0,1), debemos calcular   d ( Q , r2 ) 

Siendo  P  el punto de la recta  r2  obtenido en el apartado a)  y  
→

v   el vector director de la recta  r2  la distancia 

pedida podemos calcularla mediante la siguiente fórmula: 
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Finalmente, 1
5

5
rQd 2 ==),(  

 
Otra forma de obtener esta distancia, si no nos acordásemos de la fórmula, sería obtener un punto R de la recta  r2 

de forma que el vector QR  sea perpendicular a  r2, así  d(Q,r2) = d(Q,R). 

 

El punto R de la recta  r2   será  ( – 1 , 1 + β , – 1 – 2 β )  

QR = ( – 1 , 1 + β , – 1 – 2 β ) – ( 0 , 0 , 1 ) = (– 1 , 1 + β , – 2 – 2 β ) 

QR ┴ r2   →  QR ┴ 
2rv , por lo que debe cumplirse: 

(– 1 , 1 + β , – 2 – 2 β ) . ( 0 , 1 , – 2 ) = 0 
1 + β + 4 + 4 β = 0 
5 + 5 β = 0;   β = – 1  
Por lo tanto   R ( – 1 , 0 , 1 ) 

y  d(Q,R) = 1001 222 =++− )(  

Luego   d(Q,r2) = 1 
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PROBLEMA B.2. Se da la recta  r  de ecuación   
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r :    y el plano  π  de ecuación   

pznyx2 =++:π ,   donde   n  y  p   son dos parámetros reales. 

Obtener razonadamente: 

a) Todos los valores de  n  para los que la intersección de la recta  r  y el plano  π  es un punto.  (4 
puntos). 

b) El valor de  n  y el valor de  p  para los que la recta  r  está contenida en el plano  π.  (3 puntos). 
c) El valor de  n  y todos los valores de  p  para los que la recta  r  no corta al plano  π. (3 puntos). 

 
Solución: 
a)  ¿n? / r ∩ π  sea un punto. 

Para que el corte entre la recta  r  y el plano  π   sea un punto, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el 
plano debe tener solución única. 

El sistema que debemos considerar es: 
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, como es un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas 

para que tenga solución única debe cumplirse que  │A│≠ 0. 
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b) ¿n y p? / π⊂r  

Para que esto ocurra, el corte entre   r  y  π  debe ser una línea recta ( la r ) y para ello el sistema anterior debe ser 
compatible indeterminado con rang(A) = rang(A´) = 2. (Siendo   A   la matriz de coeficientes del sistema anterior y  
A´  la matriz ampliada) 

De lo estudiado en el apartado anterior, cuando  0A
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Para que el rango de A´ sea 2, debe cumplirse que el menor de orden tres obtenido de  A´ orlando al menor de 
orden 2 no nulo anterior la tercera fila y la cuarta columna sea nulo, es decir, 

7

9
p09p70p2101p50

p12

051

121

==−=+−+=

−

;;;  

Por lo que la recta  r  está contenida en el plano  π   cuando   
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c) Para que la recta  r  no corte al plano  π, el sistema planteado en el apartado a) debe ser incompatible. 

La matriz ampliada de aquel sistema es: 
















−

−−

=

pn12

0151

1221

Á  

Como  2Arang0725
51

21
≥→≠=+=

−
)(  



Por lo tanto, para que el sistema sea incompatible debe ser  rang(A) = 2  y  rang(A´) = 3. 

De lo estudiado en el apartado anterior,  rang(A) = 2  cuando  .
7

23
n

−
=  

Para que  rang(A´) = 3, debe ser   0

p12

051

121

≠

−

  y según lo calculado en  b)  esto se cumple para .
7

9
p ≠  

Es decir,  la recta  r  no corta al plano  π  cuando  
7

9
py

7

23
n ≠

−
= . 
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OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.2. Sean O = (0,0,0),  A = (1,0,1),  B = (2,1,0)  y  C = (0,2,3). Obtener 

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El área del triángulo de vértices  O, A  y  B,   (3 puntos)  y el volumen del tetraedro de 

vértices  O, A, B  y  C   (2 puntos). 
b) La distancia del vértice  C  al plano que contiene al triángulo OAB.  (3 puntos) 
c) La distancia del punto  C´  al plano que contiene al triángulo OAB, siendo  C´ el punto 

medio del segmento de extremos  O  y  C.  (2 puntos) 
 
Solución: 
a) Área del triángulo  OAB 

 

El área de este triángulo es, 

),,(),,( 012OBy101OA

OBOA
2

1
AT

==

×=
 

Calculemos el producto vectorial, 

),,( 121kj2i
12

01
k

02

11
j

01

10
i

012

101

kji

OBOA −=++−=+−==×
rrrrrr

rrr

 

6121121OBOA 222 =++−=−=× )(),,(  

Finalmente, ..,.. au22471au
2

6
6

2

1
AT ≈==  

 
Volumen del tetraedro  OABC 

Considerando los vectores  ,, OCyOBOA  sabemos que el valor absoluto del producto mixto de estos 
tres vectores nos da el volumen del paralelepípedo definido por ellos. Como queremos calcular el 
volumen del tetraedro correspondiente, el cálculo será: 

[ ]
amoparalelogr

,,
A

2

1
Aporque

2

1
pormosmultiplica

hA
3

1
Vporque

3

1
pormosmultiplica

OCOBOA
2

1

3

1
V

Triángulo
base

baseTETRAEDRO

TETRAEDRO

=

=

=  

Por lo tanto, 

..vu
6

7
43

6

1

320

012

101

6

1
VTETRAEDRO =+==  

 
b) Sea  π  el plano que contiene al triángulo  OAB, hay que calcular  d ( C , π ). 

 
Obtengamos la ecuación del plano  π   

De este plano conocemos: 














==

==

),,(

),,(

),,(

012OBv

101OAu
directoresvectores

000punto

 

La ecuación del plano π  se obtiene: 



0zy2x

01z2y1x0
12

01
z

02

11
y

01

10
x0

012

101

0z0y0x

=++−

=+−−−→=+−→=

−−−

.)()(
 

Finalmente, ( ) ..
)(

.
, lu

6

67

6

7

121

3220
Cd

222
==

++−

++−
=π  

 
Otra forma de resolverlo. 

Utilizando el resultado del apartado a) 

( )







=

=
=

π,

)

Cdh

aenobtenido
2

6
A

hA
3

1
V b

bTETRAEDRO  

Por lo tanto:  ( ) .., lu
6

7
Cd

6

7
hh67h

6

6

6

7
h

2

6

3

1

6

7
=→=→=→=→= π  

 
 

c) Hay que calcular  d ( C´ , π ) 

C´ es el punto medio del segmento  OC, por lo que  







=







 +++
=′

2

3
10

2

30

2

20

2

00
C ,,,,  

Como el plano  π  ya lo calculamos en el apartado anterior, 

( ) ..
)(

.

, lu
12

67

62

7

6
2

7

121

2

3
120

Cd
222

===
++−

++−

=′ π  
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OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.2. Dados los puntos A = (1, 0, 1),  B = (2, – 1 , 0),  C = (0, 1, 1)  y   

P = (0, – 3 , 2) se pide calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razona-
miento utilizado: 

a) La distancia del punto  P  al  A.  (2 puntos) 
b) La distancia del punto  P  a la recta que pasa por los puntos  A  y  B.  (4 puntos) 
c) La distancia del punto  P  al plano que pasa por los puntos  A, B  y  C.  (4 puntos) 

 
Solución: 

a) ( ) 11191120310APd 222 =++=−+−−+−= )()()(,   

Respuesta: ( ) 11APd =,  

 
 

b) Hay que calcular   d( P , r ), siendo   r   la recta que pasa por  A  y  B. 

Obtengamos la ecuación de la recta  r ℜ∈








−=

−=

+=

→




−−=−−==
λ

λ

λ

λ

1z

y

1x

r
111101012ABv

101Apunto

r

:
),,(),,(),,(

),,(
 

Para calcular   d( P, r )   procedemos de la siguiente forma, 

Obtenemos el plano que pasa por el punto  P  y es perpendicular a  r,  plano  π 

Obtenemos el punto de corte entre el plano  π   y  la recta  r, punto Q 
Y finalmente, d( P , r ) = d( P , Q ) 
 

Plano  π 

Como  0Dzyxvr r =+−−→⊥→⊥ :πππ  

Como   1D0D230D230P −=→=+−→=+−−−→∈ )(π  

La ecuación del plano   π    es  x – y – z – 1 = 0 
 

Punto Q 
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1
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d( P , r ) = d( P , Q ) = =
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222222
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3

4
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2
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3

1
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3

4
0  

3

64

9

96

9

16

9
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9

16
==++=  

 

Respuesta: ( )
3

64
rPd =,  

Otra forma de obtener esta distancia es mediante la fórmula:   rA
v

vAP
rPd

r

r
∈

×
= ,),(  



c) Obtengamos la ecuación del plano que pasa por los puntos  A, B y C. 















−=

−−=

),,(

),,(:

011AC

111AB
directoresvectores

Apunto

π  

La ecuación del plano   π   será, 

0
01

11
1z

01

11
y

01

11
1x0

011

111

1zy1x

=
−

−
−+

−

−
−

−−
−→=

−

−−

−−

)()(  

    ( x – 1 ) . 1 – y ( – 1 ) + ( z – 1 ) . 0 = 0 
    x – 1 + y = 0   →   x + y – 1 = 0 

Por lo que,   ( ) 22
2

24

2

4

011

130
Pd

222
===

++

−−
=π,  

 

Respuesta:  ( ) 22Pd =π,  

 



Matemáticas II    Junio 2014 
 

PROBLEMA A.2. Se dan el punto A = (– 1, 0, 2) y las rectas  2z
3

y

2

1x
r −==

−
:

 
y 









+=

+=

−−=

λ

λ

λ

1z

31y

21x

s :

 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La ecuación del plano   π   que pasa por el punto  A  y contiene a la recta  r.   (3 puntos) 
b) La ecuación del plano  σ   que pasa por el punto  A  y es perpendicular a la recta  s. (3 puntos) 
c) Un vector dirección de la recta  l  intersección de los planos  π   y  σ  (2 puntos)  y la 

distancia entre las rectas   s  y  l.  (2 puntos) 
 
Solución: 
a)  Hay que obtener el plano  π / ππ ⊂∈ ryA . 

Para obtener la ecuación del plano  π  necesitamos un punto y dos vectores directores del plano. 

De la recta  r  conocemos: 






=

=
→

),,(

),,(

132vvector

201Ppunto

r

r

 

Ahora obtenemos el vector  ),,( 002PA r = . Como rPA no es paralelo a ,, 







≠≠

1

0

3

0

2

2
vr  rPA es otro vector 

director del plano π. 

Elementos del plano pedido: 

















=

=

−

→

),,(

),,(

),,(

002PA

132v
directoresvectores

201APunto

r

r
 , la ecuación general del plano π la 

obtenemos mediante el siguiente cálculo: 

0

002

132

2zy1x

0

002

132

2z0y1x

=

−+

→=

−−−− )(

 

Desarrollando el determinante por la tercera fila: 

( ) ( ) 06z3y02z3y02z3y20
13

2zy
2 =+−→=−−→=−−→=

−
)()(  

Por lo tanto, la ecuación general del plano  π  es:    y  – 3 z + 6 = 0 
 
 

b)  Hay que obtener el plano  σ  / σσ ⊥∈ syA . 

Como  σ⊥s , el vector director del la recta  s  es perpendicular al plano  σ .  ),,( 132vs −=
→

, por lo tanto la 

ecuación del plano  σ   será:    – 2 x + 3 y + z + D = 0 
Como  →∈σA – 2 (– 1)  + 3 . 0  + 2 + D = 0;   2 + 2 + D = 0;   4 + D = 0;   D = – 4 
Por lo tanto, la ecuación general del plano σ   es:    – 2 x + 3 y + z – 4 = 0 

 
 
 
c) Obtener un vector director de la recta  l. 

Como la recta  l  es la intersección de los planos  π  y σ  entonces  




=−++−

=+−

04zy3x2

06z3y
l :   por lo tanto 

un vector director de  l  lo obtenemos mediante el siguiente cálculo, 



),,(),,( 1352610k2j6i10
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−

+
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−
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Por lo tanto   ),,( 135vl =
→

 

 
Obtener la distancia entre las rectas  s  y  l. 

Veamos si las rectas son paralelas,  ,),,,(),,(
1

1

3

3

2

5
132vy135v sl =≠

−
−==

→→

 luego las rectas no son 

paralelas. 

Podemos calcular  d ( s , l )  mediante la fórmula correspondiente:  
→→

→→

×








=

ls

lsls

vv

PPvv

lsd

,,

),(  

Calculemos cada uno de los términos de la fórmula anterior. 

Obtengamos Pl, punto de la recta 




=−++−

=+−

04zy3x2

06z3y
l :   que era la intersección de los planos  π  y 

σ   y  por definición de estos dos planos el punto A está en los dos, luego   Pl = A = ( – 1 , 0 , 2 ). 
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Otra forma de obtener esta distancia, si no nos acordásemos de la fórmula anterior, sería obtener un 
plano τ  que contiene a la recta  s  y es paralelo a la recta  l. De esta forma  d ( s , l ) = d ( Pl , τ ) 

Calculemos la ecuación del plano τ : 
→→

×=→⊂ ls vvnlys τττ // , que hemos calculado 

anteriormente, ),,(),,( 3102170n −≈−=τ  

Luego  τ : y – 3 z + D = 0.  Como la recta  s  está en el plano  τ , Ps ( – 1 , 1 , 1 ) es de τ por lo que: 
1 – 3 . 1 + D = 0;  1 – 3 + D = 0;  – 2 + D = 0;   D = 2.  Luego τ : y – 3 z + 2 = 0. 

d ( s , l ) = d ( Pl , τ ) = 
( )

..´
)(

.

:

,,
lu26491

10

4

10

4

310

2230

02z3y

201P
222

l
≈=

−
=

−++

+−
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=+−

−=

τ
 

Por lo tanto,  d ( s , l ) = ≈..lu
5

102
1´2649 u.l. 
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OPCIÓN B 
 
PROBLEMA B.2. Se da el triángulo  T, cuyos vértices son  A = (1, 2, – 2),  B = (0, – 3 , 1)  y  C = (– 1, 0, 0), 

 y  los planos  π1: x + y + z + 1 = 0   y 








+=

ℜ∈−=

++−=

βα

βαβα

βα

π

z

2y

1x

2 ,: . 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La posición relativa del plano  π1  y del plano que contiene al triángulo T.  (4 puntos) 

b) Un vector  
→

1n  perpendicular al plano  π1  y un vector  
→

2n   perpendicular al plano  π2  (1,5 puntos)  y el 

coseno del ángulo formado por los vectores  
→

1n   y  
→

2n .  (1,5 puntos) 

c) Las ecuaciones paramétricas de la recta intersección del los planos  π1  y  π2 .  (3 puntos) 
 
Solución: 
a) Posición relativa del plano  π1  y del plano que contiene al triángulo T, lo llamaremos  π3 . 

De  π3  conocemos: 
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La ecuación del plano  π3  se obtiene: 
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Estudiemos la posición relativa de los planos   π1   y   π3 , para ello estudiamos el sistema formado por sus 
dos ecuaciones: 





−=++

−=++

1z2yx

1zyx
 , de este sistema su matriz ampliada es 









−

−
=′

1211

1111
M  

La matriz de coeficientes, M,  es  2 x 3, su máximo rango será 2. M´ es  2 x 4,  su máximo rango será  2. 
Estudiemos el rango de M: 

2Mran0112
21

11

1Mran011

=→≠=−=

≥→≠=

)(

)(

 

Y, como el máximo rango de M´ es 2, ran ( M´ ) = 2 
Luego  ran ( M ) = ran ( M´ ) = 2 < nº de incógnitas = 3  entonces los dos planos se cortan en una 

recta. 
 

 
 
 
 
 



b) ),,(: 111n01zyx 11 =→=+++
→

π . 

Para obtener el vector 222 nn π⊥
→→

/ , obtengamos la ecuación general del plano  2π  (además, la 
necesitaremos en el apartado  c) ) 

Del plano 2π  conocemos: 
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La ecuación del plano 2π  se obtiene: 
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Por lo tanto, ),,(),,( 123ny111n 21 ==
→→

 

 
Calculemos el coseno del ángulo que forman los vectores anteriores: 
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Por lo tanto, 92580
7

42
nn 21 ´,cos ≈=






 →→

 

 
 

c) Llamamos  21r ππ I:  

Luego  




=−++

=+++

03zy2x3

01zyx
r :  

Como  0132
23

11
≠−=−= , el sistema a resolver es: 
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z3y2x3

z1yx
. Podemos resolverlo por Cramer, 
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Las ecuaciones paramétricas de  r  son: ℜ∈
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PROBLEMA A.2. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) La  ecuación  del  plano   π   que pasa  por  el  punto  P (2 , 0, 1)   y  es perpendicular  a la  

recta  




=

=+

0z

0y2x
r :     (3 puntos) 

b) Las coordenadas del punto  Q  situado en la intersección de la recta   r   y del plano  π . 
(2 puntos) 

c) La distancia del punto  P  a la recta  r (3 puntos)  y justificar razonadamente que la 

distancia  del  punto   P   a  un  punto  cualquiera  de  la  recta   r   es  mayor  o  igual  que 

.
5

53
 (2 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿plano π? / P∈ π   y  π ⊥ r 

Como  π ⊥ r  un vector normal del plano  π   es un vector director de la recta r.  
Obtengamos un vector director de r.  Pasemos a paramétricas la ecuación de la recta  r, 

( )

( )
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Por tanto del plano  π  conocemos  
( )

( )





−
→

012n

102Ppunto
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π

 

La ecuación del plano  π  será:   – 2 x + y + 0 . z + D = 0   →    – 2 x + y + D = 0 
Determinamos el valor de  D  con la condición de que el punto P  es del plano, 
– 2 .  2  + 0 + D = 0   →   – 4 + D = 0   →   D = 4 
 
Finalmente,   π : – 2 x + y + 4 = 0      o     π : 2 x – y – 4 = 0 
 
 

b) ¿Punto Q?  /   Q = r ∩ π 
Para obtener el punto  Q  resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta  r  y el plano  π, 









=++−

=
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04yx2
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0y2x

 este sistema nos da el valor de z ( z = 0 ); obtendremos los valores de x e y 

resolviendo el sistema formado por la 1ª y 3ª ecuaciones. 
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4yx2

0y2x

04yx2

0y2x
  despejando  x  de la 1ª ecuación:  x = – 2 y 

y sustituyendo en la 2ª:  – 2 ( – 2 y ) + y = – 4   →   4 y + y = – 4   →   5 y = – 4   →   
5

4
y

−
=  

luego, 
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8
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4
2x =







 −
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Finalmente,  
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c) ¿ d ( P, r )? 
Los cálculos realizados en los apartados anteriores, plano π (que es perpendicular a  r  por  P)  y  punto  Q 
(corte entre  r  y  π) son los que corresponden para calcular  d ( P , r ) = d ( P, Q ). Por tanto 
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También podemos calcular la distancia pedida por la fórmula correspondiente, 
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La justificación de que la distancia  del  punto   P   a  un  punto  cualquiera  de  la  recta   r   es  mayor  o  

igual  que  ,
5

53
 viene de la definición de distancia de punto a recta como la menor de las distancias del 

punto a cualquier otro de la recta.  
 
Otra justificación. Gráficamente la distancia del punto  P  a la recta  r  se mide en perpendicular, 

 

La distancia de P a cualquier punto de la recta r 
(distinto de Q), como se observa en el gráfico, sería 
la hipotenusa del triángulo rectángulo PQR; por 
tanto d1 (hipotenusa) > d (cateto). Es decir, 
d ( P, R ) > d ( P, Q ) = d ( P, r ) 

Luego, 
5

53
RPd ≥),(  c.q.c 

 
Una última forma de justificación sería estudiar la monotonía de la función d ( P, R ) siendo  R un punto 
cualquiera de la recta r. 

Según obtuvimos en el apartado a), de la ecuación paramétrica de  r  se deduce que cualquier punto de 
la recta  r  será:  ( – 2 λ , λ , 0 )   y  como  P ( 2, 0, 1 ), 

( ) ( ) ( ) ( ) 222222 585148401022RPd λλλλλλλ ++=++++=−+−++=,  



Por cálculo el radicando es una suma de términos al cuadrado, luego para cualquier valor de λ este 
radicando es positivo. Podemos estudiar la monotonía de  d ( P, R )  estudiando la monotonía del 
radicando, es decir, 
  

5

4

10

8
8100108

108y

585y 2

−
=

−
=→−=→=+

+=

++=

λλλ

λ

λλ

´  

Como 8 + 10 λ  es, gráficamente, una recta de pendiente positiva, a la izquierda de 
5

4−
 es negativa y a 

la derecha positiva. Por tanto para 
5

8−
=λ  hay un mínimo relativo, que por lo dicho anteriormente es 

el absoluto de   d ( P , R ). 

Para 
5

8−
=λ , 
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La mínima distancia es: 

5
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Por tanto, para cualquier punto de la recta r  
5

53
RPd ≥),( c.q.c. 
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PROBLEMA B.2. Se dan las rectas .::




=−−
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=+−

=+−

03z2x

01y3
sy

02zx2

03yx
r  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El plano paralelo a la recta  s  que contiene a la recta  r.  (3 puntos) 
b) La recta  t  que pasa por el punto  (0, 0, 0), sabiendo que un vector director de  t  es 

perpendicular a un vector director de  r  y también es perpendicular a un vector director 

de  s.  (3 puntos) 
c) Averiguar razonadamente si existe o no un plano perpendicular a  s  que contenga a la 

recta  r.  (4 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿Plano paralelo a  s  que contiene a  r?  

πππ

ππ

dedirectorserávyPr

dedirectorserávs

rr

s

∈→⊂

→//
 

Obtengamos los elementos de  r  y  s  necesarios. Nos interesa obtener las ecuaciones paramétricas de 
ambas rectas. 

02
02

11
como

2zx2

3yx
r ≠=

−





−=−

−=−
: ,   despejamos  x  e  y  en función de z. 
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2
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z
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2

0z2
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Por tanto: 
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Por tanto: 
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Luego, del plano  π  conocemos: punto   ( )021Pr ,,−   y  vectores directores   
( )

( )102v

211v

s

r

,,

,,

→

→

 



La ecuación del plano  π  será:   0

102

211

z2y1x

=

−+

 

x + 1 + 4 ( y – 2 ) – 2 z – ( y – 2 ) = 0 
x + 1 + 4 y – 8 – 2 z – y + 2 = 0 
x + 3 y – 2 z – 5 = 0 
 

Solución:   π:  x + 3 y – 2 z – 5 = 0 
 
 

b) ¿recta  t?  /   ( 0 , 0 , 0 ) ∈ t   y   







⊥

→→→

srt vyvv  









⊥

→→→

srt vyvv , por lo tanto   ( )231k2j3ijk2j4i

102

211
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,,  

Y la ecuación paramétrica de la recta  t  será:   ℜ∈
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Solución: ℜ∈
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c) ¿Existe un plano  π  /  ?ππ ⊂⊥ rys  

Como  ( ) 





==→⊥

→→→

ππ ππ planoallarperpendicuvectorn102vns s ,,  

Como  
→→

⊥→⊂ ππ nvr r  

Veamos si esto último es cierto, 

04202102211nvr ≠=++=⋅=⋅
→→

),,(),,(π , por tanto estos vectores no son perpendiculares. 

 
En conclusión,  el plano  π  pedido no existe. 
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PROBLEMA A.2. Se dan las rectas .::
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01zyx3

03zy2x
r

α

α  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La recta paralela a  r  que pasa por el punto  (0,1,0).   (3 puntos) 
b) El plano  π  que contiene a la recta  r  y es paralelo a  s.   (3 puntos) 
c) La distancia entre las rectas  r  y  s.   (4 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿Recta  t? /  t // r   y   ( 0 , 1 , 0 ) ∈ t 

Obtengamos la ecuación paramétrica de  r. 

En la recta  r,  0761
13

21
≠=+=

−
 

Por tanto resolvemos el sistema: 
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De la recta  t  hemos obtenido  
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741vvvrtcomo
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   por lo que la ecuación paramétrica 

de  la recta  t será:  ℜ∈
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b) ¿Plano  π?  /   r ⊂ π   y   π // s 

Como  r ⊂ π   .,, ππ dedirectorvectoresvy0
7

8

7

5
P rr

→
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 −
→  

Como  π // s   .πdedirectorvectoresvs

→

→  

La ecuación general del plano  π  la obtenemos:   0
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Solución:   π: 10 x + y – 2 z + 6 = 0 

 
 
 
c) ¿d(r,s)? 

Estudiemos la posición relativa entre las rectas  r  y  s. 

Debemos estudiar el rango de la matriz  
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Rango de la matriz   
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Por tanto las rectas  r  y  s  se cruzan  y  
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→→
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Otra forma de obtener  d(r,s)  es la siguiente: 
El plano  π  del apartado anterior  contiene a la recta  r  y es paralelo a la recta  s   →   d(r,s) = d(s,π)   y 
como la recta   s   es paralela al plano  π   ( )ππ ,),( sPdsd =→ . 

sP  es un punto de la recta  s, por ejemplo,  ( )201Ps −,,  

y el plano  π: 10 x + y – 2 z + 6 = 0 

Luego, ( )
105

20

105

6410

2110

6220110
Pdsrd

222s =
++

=
−++

+−−+
==

)(

)(.
,),( π  
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PROBLEMA B.2. Se da el plano   π: 6 x + 3 y + 2 z – 12 = 0   y los puntos  A(1,0,0),  B(0,2,0)  

y  C(0,0,3).  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La  ecuación  implícita del  plano   σ   que pasa  por  los  puntos  A, B y C,    (2 puntos) 
     y la posición relativa de los planos   σ   y   π.    (2 puntos) 
b) El área del triángulo de vértices  A, B y C.   (3 puntos) 
c) Un punto  P  del plano  π   y el volumen del tetraedro cuyos vértices son    P, A, B y C.   

(3 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿plano σ   que pasa por los puntos   A(1,0,0),  B(0,2,0)  y  C(0,0,3)? 

Del plano  σ  conocemos  
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301AC

021AB
directoresvectores

001Apunto

 

La ecuación del plano  σ  será:   

06z2y3x60y3z26x60y3z21x60

301

021

zy1x

=−++→=++−→=++−→=

−

−

−

)(  

 
Por tanto,   σσσσ :  6 x + 3 y + 2 z – 6 = 0 

 
Posición relativa de   σ   y   π: 
Estudiemos el sistema formado por las ecuaciones de los dos planos, 

12

6

2

2

3

3

6

6
Como

012z2y3x6

06z2y3x6

−

−
≠==





=−++

=−++
,   los planos   σσσσ   y   π   son paralelos. 

 
 
 

b) ¿Área del triángulo de vértices A, B y C? 
El área del triángulo de vértices A, B y C  la calculamos mediante la fórmula: 
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,,

au
2

7
7

2

1
Área

7494936236ACAB

236j3k2i6
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kji
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1
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Solución: el área del triángulo de vértices A, B y C  es  7/2 u.a. 
 
 
c) ¿ P ? /  P ∈ π 

Un punto  P  del plano  π  lo obtenemos a partir de la ecuación implícita del plano dando valores a, por 
ejemplo,  x  e  y   y obteniendo el valor de  z. 
Para  x = 0,  y = 0   →   6 . 0 + 3 . 0 + 2 z – 12 = 0   →   2 z = 12   →   z = 6   →   P( 0 , 0 , 6 ) 
 



El volumen del tetraedro de vértices P, A, B y C podemos obtenerlo de dos formas: 

a) Mediante la fórmula: [ ]CPBPAP
6

1
Vtetraedro =  

[ ] 3
tetraedro u16
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1
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),,(
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b) Podemos considerar como base del tetraedro el triángulo de vértices A, B y C que está sobre el plano σ, y  

la altura la obtenemos sabiendo que   P ∈ π  y que los planos  σ  y  π  son paralelos. 
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Solución: El área de tetraedro pedido es 1 u

3
. 
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PROBLEMA A.2. Se dan  el punto P = ( 1 , 1 , 1 ), la recta 




=−−+

=+−+

01zy2x

01zyx
r :  y el plano 

π: x + y + z = 1 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado, las ecuaciones de: 

a) El plano que contiene al punto  P  y a la recta a  r.     (2 puntos) 
b) La recta  s  que pasa por el punto  P  y es perpendicular al plano  π , la distancia del punto  

P  al plano  π  y el punto de intersección de la recta  s  con el plano  π.   (2+2+2 puntos) 
c) El plano  σ  que contiene a la recta  r  y es perpendicular al plano  π.   (2 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿Plano  σ? /  P ∈ σ   y   r ⊂ σ 

Obtengamos la ecuación paramétrica de  r (para tener punto y vector director de  r). 

En la recta  r,  0112
21

11
≠=−=  

Por tanto resolvemos el sistema: 
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El punto  P ( 1 , 1 , 1 ) ∉ r (segunda coordenada ≠ 2), luego podemos construir el plano pedido. 
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La ecuación general del plano  σ  la obtenemos:   0
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Solución:   σσσσ :  x + 3 y – z – 3 = 0 
 
 

 



b)  
b1) ¿recta  s?  /  P ∈ s   y   s ⊥ π 

( )

( )
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La ecuación paramétrica de la recta  s  será:   ℜ∈
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s :  

 
b2) ¿d( P , π )?.   P ( 1 , 1 , 1 )    y   π: x + y + z = 1  →   π: x + y + z  – 1 = 0 

( ) ( ) ..,, lu
3

32
Pd
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1111
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222
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b3) ¿ s ∩  π? 

Sustituyendo los valores de  x, y, z  de la ecuación paramétrica de  la recta  r  en la ecuación del plano  
π, 
1 + λ + 1 + λ + 1 + λ = 1 
3 + 3 λ = 1 
3 λ = 1 – 3  
3 λ = – 2 

3

2−
=λ  

→ 

Q = s ∩ π 
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2
1Q ,,,,  

Solución:  s ∩∩∩∩ π = 
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c) ¿Plano  σ? /  r ⊂ σ    y   σ  ⊥ π 
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La ecuación general del plano  σ  la obtenemos:   0
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Solución:   σσσσ :  – x + z – 3 = 0 
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PROBLEMA B.2. Sea  T  un tetraedro de vértices  O = (0,0,0),   A = (1,1,1),  B = (3,0,0)  y   

C = (0,3,0).  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La  ecuación  del  plano   π   que contiene a los  puntos  A, B y C,    (1 punto) 
     y las ecuaciones de la recta  h0  perpendicular a  π  que pasa por  O.    (2 puntos) 
b) El punto de intersección de la altura  h0  y el plano  π.   (3 puntos) 
c) El área de la cara cuyos vértices son los puntos    A, B y C,   (2 puntos) 

y el volumen del tetraedro T.   (2 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿plano π   que pasa por los puntos   A(1,1,1),  B(3,0,0)  y  C(0,3,0)? 

Del plano  π  conocemos  
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directoresvectores
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La ecuación del plano  π  será:   

03zyx09z3y3x303z33y33x3
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Por tanto,   π :   x  +  y  +  z  –  3  =  0 

 
Recta  h0 / O ∈ h0   y   h0 ⊥  π: 
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000OPunto
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0
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,,
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Ecuaciones de   h0: 
Ecuación vectorial:   ( x , y , z ) = ( 0 , 0 , 0 ) + λ ( 1 , 1 , 1 )   λ∈ ℜ    → 

( x , y , z ) = λ ( 1 , 1 , 1 )   λ∈ ℜ 
 

Ecuación paramétrica:   ℜ∈








=

=

=

λ

λ

λ

λ

z

y

x

 

 
Ecuación continua:   x = y = z 

 
 

b) ¿ h0 ∩  π ? 
Sustituyendo los valores de  x, y, z  de la recta paramétrica en la ecuación del plano, 
λ + λ + λ - 3 = 0;    3 λ – 3 = 0;    3 λ = 3 ;    λ = 1 
 
El punto de corte entre la recta  h0   y  el plano  π   es  ( 1 , 1 , 1 ) 
 

 
 



c) Área de la cara de vértices  A, B y C 
Como es un tetraedro su cara es un triángulo de vértices A, B y C  y  calculamos su área mediante la 
fórmula:  ( los vectores a usar los calculamos en el apartado a) ) 
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→→→→→→→→→

→→→

 

Solución: el área de la cara pedida  es  
2

33
 u.a. 

 
El volumen del tetraedro de vértices O, A, B y C podemos obtenerlo de dos formas: 

a) Mediante la fórmula: [ ]OCOBOA
6

1
Vtetraedro =  

[ ] 3
tetraedro u

2

3

6

9
9

6

1

030

003

111

6

1
OCOBOA

6

1
V

030OC

003OB

111OA

=====








=

=

=

),,(

),,(

),,(

 

 
b) Podemos considerar como base del tetraedro el triángulo de vértices A, B y C que está sobre el plano π, y  

la altura del tetraedro, que estaría sobre la recta que pasa por el punto  O  y es perpendicular al plano  
π (la recta h0 obtenida en el apartado a)); por tanto la altura del tetraedro es la distancia entre los 
puntos  O (0,0,0) y el obtenido en el apartado b)  P (1,1,1). 

( )

3

222

CBAtriágulo

CBAtriágulotetraedro

u
2

3

6

9
3

2

33

3

1

3111OPd

anteriorapartadodel
2

33
A

OPdA
3

1
hbaseÁrea

3

1
V

===

=++=

=

===

*

,,

*

,,

),(

),(._

 

 

Solución: El área de tetraedro pedido es  
2

3
 u

3
. 
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PROBLEMA A.2. Dados los puntos A = (– 1,2,λ),  B = (2,3,5)  y  C = (3,5,3), donde  λ  es un 

parámetro real, se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) El valor del parámetro   λ   para que el segmento AC sea la hipotenusa de un triángulo 

rectángulo de vértices A, B y C.   (3 puntos) 
b) El área del triángulo de vértices A, B y C  cuando   λ = 6.   (4 puntos) 
c) La  ecuación  del  plano que contiene al triángulo de vértices A, B y C  cuando   λ = 6.   

(4 puntos) 
 
Solución: 
a) ¿λ? / AC sea la hipotenusa del triángulo rectángulo ABC. 

 

Si AC es la hipotenusa  →   0BCABBCAB =⋅→⊥  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

5
52025

2521055223221513BCAB

221BC513AB

=→=→=+−

+−=+−=−−+=−⋅−=⋅

−=−=

λλλ

λλλλ

λ

,,,,

,,,,,

 

 
Solución: el segmento AC será la hipotenusa del triángulo rectángulo ABC para λλλλ = 5/2. 

 
b)  ¿Área del triángulo ABC para λ = 6?( A(– 1,2,6),  B(2,3,5)  y  C = (3,5,3) ) 

Calculamos el área triángulo de vértices A, B y C mediante la fórmula: 

( ) ( )

( )

..

,,

,,,,

au
2

25
25

2

1
Área

25550BCAB

550k5j5j6i2kjk6i2

221

113

kji

BCAB

121BCy113AB

BCAB
2

1
Área

222

==

=++=×

=+=++−−+−=

−

−=×

−=−=

×=

→→→→→→→→

→→→

 

 
c) ¿Plano π que contiene los puntos  A(– 1,2,6),  B(2,3,5)  y  C = (3,5,3)? 

Del plano  π  conocemos  

( )















−

−

−

),,(

),,(

,,

221BC

113AB
directoresvectores

621Apunto

 

La ecuación del plano  π  será:  →=

−

−

−−+

0

221

113

6z2y1x

 

08zy040z5y5030z510y5056z52y01x

0
21

13
6z

21

13
2y

22

11
1x

=−+→=−+→=−+−→=−+−−−+

=−+
−

−
−−

−

−
+

)()()()(

)()()(
 

 
Por tanto,   π :   y  +  z  –  8  =  0 
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PROBLEMA B.2. Dados el punto A(5,7,3) y la recta 
2

z

3

1y

1

3x
r =

+
=

−

−
:

 
, se pide obtener 

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La recta  s  que corta a la recta a  r , pasa por el punto A, y es perpendicular a la recta  r   

 (4 puntos) 
b) La distancia del punto  A  a la recta  r.     (3 puntos) 
c) La distancia del punto  B(1,1,1)  al plano  π  que pasa por (3,–1,0) y es perpendicular a  r.   

(2 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿recta  s? /  s  corta a  r,  A ∈ s   y   s ⊥ r 

s  corta  a  r  en el punto Pr, por tanto  la recta  s  pasa por  A  y  Pr 

Como  s ⊥ r  →   



⊥

→→→

rrr vvAP , es el vector director de la recta  r 



 

A ( 5 , 7, 3 )  y   Pr ( 3 – λ, – 1 + 3 λ, 2 λ )   →   ( )λλλ 23382APr +−+−−−=
→

,,  

=
→

rv  ( – 1 , 3, 2 ) 

→⊥
→→

rr vAP ( )λλλ 23382 +−+−−− ,,  . ( – 1 , 3, 2 )= 0 

2 + λ – 24 + 9 λ – 6 + 4 λ = 0   →    – 28 + 14 λ = 0   →    14 λ = 28   →    λ = 2    →    
Pr ( 1, 5, 4 ) 

La recta  s  que pasa por  A  y  Pr , ( )124APv rs −==
→→

,, ,  por tanto 

1

3z

2

7y

4

5x
s

−

−
=

−
=

−
:  

 
 
b) ¿d( A , r )? 

El cálculo de esta distancia es: ( )

( )
( )

( )

( )231v

382AP

013P

375A

v

vAP

rAd

r

r

r

r

rr

,,

,,

,,

,,

,

−

−−−

−×

=

→

→
→

→→

 

( )

( ) .,,

)(

)()(

,,)()()()()()(

u21
14

67
rAdFinalmente

14231v

671477vAP

1477k14j7i714k7j7i86k34j916i

31

82
k

21

32
j

23

38
i

231

382

kji

vAP

222
r

222
rr

rr

==

=++−=

=−++−=×

−−=−+−=−+−−−=−−+−−−+−=

=
−

−−
+

−

−−
−

−−
=

−

−−−=×

→

→→

→→→→→→→→→

→→→

→→→

→→

 

 
 



c) ¿d(B, π)? /  siendo:   B( 1 , 1, 1 )  y   π un plano 
( )

r

013porpasa

⊥

− ,,
 

Ecuación del plano  π: 

Como   π ⊥ r   →   ( ) 0Cz2y3x231vn r =+++−→−==
→→

:,, ππ  

Como   ( 3, – 1 , 0 ) ∈ π   →    – 3 + 3 . ( – 1 ) + 2 . 0 + C = 0   →    – 6 + C = 0   →    C = 6 
Por tanto,  π:  – x + 3 y + 2 z + 6 = 0 

 

Finalmente,  ( ) ( ) .,
)(

..
, u

7

145
Bd

7

145

14

10

231

612131
Bd

222
=→==

++−

+++−
= ππ  
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PROBLEMA A.2. Consideramos en el espacio las rectas 




=+−
=+−

03zx2

03yx
r :

 
 ya .

2

2
1:

−=+= z
yxs  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
a) La ecuación del plano que contiene las rectas  r y s.   (3 puntos) 
b) La recta que pasa por  P = (0, – 1, 2) y corta perpendicularmente a la recta  r.   (4 puntos) 
c) El valor que deben tener los parámetros reales  a  y  b  para que la recta  s  esté contenida 

en el plano   π : x – 2 y + a z = b.   (3 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿Plano π? /  r y s ⊂ π. 

Veamos la posición relativa de  r  y  s. 

Ecuación paramétrica de  r,  ℜ∈








+−=
+=

=
→





+−=
+=

→




=+−
=+−

µ
µ

µ
µ

23

3:
23

3

032

03
:

z

y

x

r
xz

xy

zx

yx
r

 

 

Ecuación paramétrica de s,  ℜ∈








+=
+−=

=
→−=+= λ

λ
λ

λ

22

1:
2

2
1:

z

y

x

s
z

yxs
 

Obtengamos los vectores directores de  r  y  s. 

( ) ( ) srvvqueloporvyv
srsr

//,2,1,12,1,1 →===
→→→→

 

El plano  π  que contiene a  r  y  s lo obtendremos a partir de  








→

→

sr

r

r

PP

v
directoresv

Ppunto

.

)3,3,0(

 

La ecuación del plano  π, 

0947012437

0
40

11
)3(

10

21
)3(

14

21
0

140

211

33

=+−+→=+−−+

=
−

−+
−

−−
−−

→=
−−

−−

zyxzyx

zyx

zyx

 

 
Por lo tanto,  el plano que contiene a las rectas  r  y  s   es  π: 7 x + y – 4 z + 9 = 0 
 
 

b) ¿Recta  t? / P(0, – 1, 2) ∈ t   y   t corte ⊥ a  r.  

De lo calculado en el apartado anterior sabemos: punto genérico de r  Pr(µ, 3+µ, 3+2µ) y  ( )2,1,1=
→

r
v  

El corte entre  r  y  t será el punto Pr   de manera que  
→→

⊥
rr

vPP . 

( )µµµ 21,4, ++=
→

r
PP  

Como  ( ) ( ) 02,1,121,4,0 =⋅++→=⋅→⊥
→→→→

µµµ
rrrr

vPPvPP  

    µ + 4 + µ + 2 + 4 µ = 0,     6 µ + 6 = 0,    6 µ = – 6,    µ = – 1 
Luego el punto de corte entre  t  y  r  es   ( – 1 , 2 , 1 ) 

Entonces, como la recta  t  buscada pasa por  P(0, – 1, 2)  y  Q( – 1 , 2 , 1 )   )1,3,1( −−=→
→

t
v  

Finalmente, la ecuación de la recta pedida será: 
1
2

3
1

1
:

−
−=+=

−
zyx

t  



c) ¿a, b? / s ⊂  π : x – 2 y + a z = b 
De lo calculado en el apartado a)  tenemos la ecuación paramétrica de s,  

ℜ∈








+=
+−=

=
λ

λ
λ

λ

22

1:

z

y

x

s
 

Sustituyendo en la ecuación de  π, 
λ – 2 ( – 1 + λ ) + a ( 2 + 2 λ) = b 

λ + 2 – 2 λ + 2 a + 2 a λ = b 

– λ + 2 a λ = b – 2 – 2 a 

 λ ( – 1 + 2 a ) = b – 2 – 2 a 

Para que  s ⊂ π, la ecuación debe dar  0 = 0.  Por lo que   




=−−
=+−

022

021

ab

a  

De la 1ª ecuación   2 a = 1   
2
1=→ a  

Sustituyendo en la 2ª ecuación,  3030
2
1

22 =→=−→=−− bbb  

Por tanto, s ⊂ π  para   
2
1=a   y  b = 3. 
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PROBLEMA B.2. Sea π  el plano de ecuación  9 x + 12 y + 20 z = 180. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a π  que distan 4 unidades de π .  (4 puntos) 

b) Los puntos  A, B y C  intersección del plano π  con los ejes OX, OY y OZ y el ángulo 

que forman los vectores AB  y AC .     (4 puntos) 
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos  A, B y 

C.   (2 puntos) 
 
Solución: 
a) ¿Planos paralelos a  π  /  d ( plano , π ) = 4? 

Los planos paralelos a  π  tiene por ecuación:   σ: 9 x + 12 y + 20 z + D = 0 
Como  σ  // π   →   d ( π , σ ) = d ( Pπ ,  σ ) 
Obtengamos un punto del plano  π, para  x = 0  e  y = 0   →   20 z = 180   →   z = 9   →   Pπ = ( 0, 0, 9 ) 

( )

280D100D180

80D100D180
100D1804

25

D180
serDebe

25

D180

20129

D92001209
Pd

222

−=→−=+

−=→=+
=+→=

+

+
=

++

+++
=

...
, σπ

 

 
Los planos pedidos serán:     σσσσ1: 9 x + 12 y + 20 z – 80 = 0    y    σσσσ2: 9 x + 12 y + 20 z – 280 = 0     

 
 
b)  A =  π ∩ eje OX 

Calculemos la ecuación del eje OX, punto ( 0 , 0, 0 ) y vector director ( 1 , 0 , 0 ) 

2018091800200129OXeje

0z

0y

x

OXeje

=→=→=⋅+⋅+≡∩

ℜ∈








=

=

=

λλλπ

λ

λ

:
 Luego  A ( 20 , 0 , 0 ) 

 

B =  π ∩ eje OY 
Calculemos la ecuación del eje OY, punto ( 0 , 0, 0 ) y vector director ( 0 , 1 , 0 ) 

15180121800201209OYeje

0z

y

0x

OYeje

=→=→=⋅++⋅≡∩

ℜ∈








=

=

=

λλλπ

λλ:
 Luego  B ( 0 , 15 , 0 ) 

 

C =  π ∩ eje OZ 
Calculemos la ecuación del eje OZ, punto ( 0 , 0, 0 ) y vector director ( 0 , 0 , 1 ) 

9180201802001209OZeje

z

0y

0x

OZeje

=→=→=+⋅+⋅≡∩

ℜ∈








=

=

=

λλλπ

λ

λ

:
 Luego  C ( 0 , 0 , 9 ) 

Calculemos los vectores:  ( ) ( ) ( )ACABSi9020ACy01520AB ,.,,,, =−=−= α  

( ) ( )
72950

48125

400

48125

400

902001520

902001520
222222

´
)()(

,,,,
cos ===

++−++−

−⋅−
=α  

 

y   αααα = 43´1524º = 43º  9´  8´´  = 0´75315 rds. 



c) Volumen del tetraedro de vértices  O, A, B y C. 

Calculemos los vectores:  ( ) ( ) ( )900OC0150OB0020OA ,,,,,, ===  
Entonces el cálculo del volumen del tetraedro es: 
 

..vu4502700
6

1

900

0150

0020

6

1
V ===  

Por tanto,  el volumen del tetraedro pedido es  450 u.v. 
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Problema 2. Sea dan los planos π1: x + y + z = a – 1, π2: 2 x + y + a z = a  y  π3: x + a y + z = 1. 

a) Determinad la posición relativa de los tres planos en función del parámetro a.   (4 puntos) 
b) Para a = 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos  π1  y  π3.  (3 puntos) 
c) Para a = 2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos  π1  y  π2.   (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  Estudiemos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos. 

La matriz ampliada de este sistema es: 














 −

=′

11a1

aa12

1a111

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 
A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 
Empezamos estudiando el rango de A 

2a3a2a1aa21

1a1

a12

111
22 −+−=−−−++=  

Resolvemos la ecuación:    – a2 + 3 a – 2 = 0  
 -1 3 -2  
1  -1 2  
 -1 2 0      Soluciones:  a = 1  y  a = 2 
2  -2   
 -1 0   

 
Si   a ≠ 1 y 2   →   el sistema es compatible y determinado, por lo que los tres planos se cortan en un punto. 
 
Si a = 1, 

















=′

1111

1112

0111

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0112

12

11

011

≥=→








≠=−=

≠=

´)()(  

En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

3Aran012111

111

112

011

=→≠−=−−+= ´)(  

Por lo tanto, ran(A) ≠  ran(A´), luego el sistema es incompatible; por tanto los tres planos no se cortan 
en un elemento común. 
Como π1: x + y + z = 0   y  π3: x + y + z = 1, estos planos son paralelos {coeficientes de 
incógnitas iguales y términos independientes distintos}. El menor de orden 2 no nulo de A nos 
indica que  π2  corta a  π1  y π3. 
 

 
 
Si a = 2,  



















=′

1121

2212

1111

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0112

12

11

011

≥=→








≠=−=

≠=

´)()(  

En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

{ } 2Aran0CC

121

212

111

31 =→=== ´)(  

Por lo tanto, ran(A) =  ran(A´) = 2, luego el sistema es compatible indeterminado (resolvemos dos 
incógnitas en función de otra); por tanto los tres planos se cortan en una recta. 

 
Resumiendo,  

Si   a ≠≠≠≠ 1 y 2,  los tres planos se cortan en un punto. 

Si  a = 2, los tres planos se cortan en una recta 

Si  a = 1, los tres planos no se cortan en un elemento común. ππππ1  y ππππ3  son paralelos y  ππππ2  corta a 

ambos. 
 

b) Si  a = 1, ¿corte entre   π1  y  π3? 
π1:  x + y + z = 0   y   π3:  x + y + z = 1. 
Como los coeficientes de  x, y, z  son iguales y los términos independientes distintos, los dos planos son 
paralelos. 
Luego, si a = 1  no hay recta de corte entre   ππππ1  y  ππππ3. 

 
c) Si  a = 2, ¿corte entre   π1  y  π2? 

π1:  x + y + z = 1   y   π3:  2 x + y + 2 z = 2. 

El sistema a resolver es:   01
12

11
y

2z2yx2

1zyx
≠−=





=++

=++
{calculado en apartado a) } 

Por tanto el sistema tiene solución. El sistema a resolver es: 
 

ℜ∈








=

=

−=

=
−

=
−

+−−
=

−

−

−

=

−=
−

+−
=

−

+−−
=

−

−

−

=





−=+

−=+

λ

λ

λ

z

0y

1x

Solución

0
1

0

1

z22z22

1

z222

z11

y

z1
1

z1

1

z22z1

1

1z22

1z1

x

z22yx2

z1yx

:

 

Por tanto,  si a = 2  los planos  ππππ1  y  ππππ2  se cortan en la recta: ℜ∈








=

=

−=

λ

λ

λ

z

0y

1x
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Problema 5. Dados el punto  P ( 1, 2, 3 ) y el plano  π: 3 x + 2 y + z + 4 = 0, se pide: 

a) Calculad la distancia del punto  P  al plano  π.  (2 puntos) 
b) Calculad el punto  P´  que es el simétrico del punto  P  respecto del plano  π.   (5 puntos) 
c) La ecuación del plano  π´  que pasa por  P  y es paralelo a  π.   (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿d(P, π)? 

( ) 14
14

14

123

432213
Pd

222
==

++

++⋅+⋅
=π,  

 

Solución:  ( ) .., lu14Pd =π  

 
 
b) ¿P´? /  P´ es el simétrico de  P  respecto de  π.  

1º)  Recta, r, que pasa por  P  y es perpendicular a  π. 

De la recta r conocemos: 
( )123nvrdirectorv

321Ppunto

r ,,,.

),,(

→→

=→⊥ ππ
 

Las ecuaciones paramétricas de r,  ℜ∈








+=

+=

+=

λ

λ

λ

λ

3z

22y

31x

r :  

 
2º) Punto de corte entre   r   y   π   (M). 

Sustituyendo los valores de  x, y, z de la recta en la ecuación del plano: 
3 (1 + 3 λ ) + 2 ( 2 + 2 λ ) + 3 + λ + 4 = 0 
3 + 9 λ + 4 + 4 λ + 3 + λ + 4 = 0 

14 λ + 14 = 0   →   14 λ = – 14   →   1
14

14
−=

−
=λ  

Sustituyendo este valor en la ecuación de la recta:   








=−=

=−+=

−=−+=

213z

0122y

2131x

)(

)(

 

Entonces   M ( – 2 , 0 , 2 ). 
 
3º) El cálculo de P´ podemos realizarlo de dos formas. 

a) P´ será tal que  M
2

PP
=

′+
 

P + P´ = 2 M  →   P´= 2 M – P = 2 ( – 2 , 0 , 2 ) – ( 1 , 2 , 3 ) = ( – 4 , 0 , 4 ) – ( 1 , 2 , 3 ) = 
( – 5 , – 2 , 1 ) 

 

b) ¿Q ∈ r? /   ( ) 14Qd =π,  

( )

( )
( ) P125Q22814141414

P321Q0014141414
141414

144344931443222313

14
14

43222313
14Qd

′=−−−=−=−=+

====+
=+

=++++++=++++++

=
++++++

→=

,,;;;

,,;;;
;

;)()(

)()(
,

λλλ

λλλ
λ

λλλλλλ

λλλ
π

 

 
Solución: P´( – 5 , – 2 , 1 ). 



c) ¿π´? / P´∈ π´  y   π´// π 
Como π´// π  →  π´: 3 x + 2 y + z + D = 0 
Como P´∈ π´  →  3 ( – 5 ) + 2 ( – 2 ) + 1 + D = 0 

 – 15 – 4 + 1 + D = 0;   – 18 + D = 0;   D = 18 
 

Solución,  ππππ´: 3 x + 2 y + z + 18 = 0  
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Problema 3. Dadas las rectas 




−=

−=





−=

−=

3z4y

z54x
sy

z32y

1zx
r ::  . 

a) Indicar justificadamente la  posición relativa de las rectas  r  y  s.  (5 puntos) 
b) Hallar la ecuación de la recta  l  que pasa por el origen y corta a   r  y  s.  (5 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿Posición relativa de   r  y  s?  

Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas. 

( )

( )





−

−
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Estudiamos la matriz  




 →→

srsr PPvv , es decir:   
















−−

−

=

011

543

551

M´  

 
Rango de M, { M  es  3 x 2, luego máximo rango de M  es 2} 

2Mran011154
43

51

011

=→≠−=−=
−

−

≠=

)(
 

Rango de M´, {M´ es  3 x 3, luego máximo rango de M´ es 3}. 

El menor: 3Mran055202515

011

543

551

=→≠−=+−+−=−−

−

´)(  

Como  ran (M) =2, las rectas no son paralelas y como  ran(M´) = 3, las rectas  r  y  s  se cruzan en el 

espacio. 
 
 

b) ¿ recta l? / l pasa por el origen y corta a las rectas  r  y  s. 
Construyamos los siguientes planos: 
π: contiene a  r  y  al  origen      y      δ: contiene a  s  y al origen, por tanto   l será la intersección de ellos. 
 
Para obtener la ecuación de cada plano necesitamos un punto y dos vectores directores del plano. 
Plano π, 
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Plano δ, 
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( )
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Finalmente, la ecuación de la recta l es 




=−+

=++

0zy4x3

0zyx2
. 
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Problema 4. Dados los planos  π1: 2 x – y – z + 4 = 0   y  
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++=

+−=

βα
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α

π

z

1y

1x

2 :    y la recta 

.:
1

2z

2

y

1

1x
r

−

−
==

−
   

a) Calcular la posición relativa de  π1  y  π2.   (3 puntos) 
b) Calcular el punto P´ que es el simétrico al punto  P = (1,0,0) respecto del plano  π1.   

(4 puntos) 
c) Calcular, si existe, el punto de intersección de   π1  y  r.   (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿Posición relativa de   π1  y  π2?  

Obtengamos la ecuación general de π2. 
( )

( )

( )

03zyx203zyx20z1y2x2

01z11y21x0
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11
z

10

11
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11
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110v
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011punto
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Los planos son:   
03zyx2

04zyx2

2

1

=+−−

=+−−

:

:

π

π
,   como los coeficientes de x, y, z son proporcionales (iguales en este 

caso pero los términos independientes no proporcionales 







≠

−

−
=

−

−
=

3

4

1

1

1

1

2

2
 los planos son paralelos no 

coincidentes. 
 
Solución: ππππ1  y  ππππ2    son planos son paralelos no coincidentes. 
 
 

b) ¿P´?  / P´ es el simétrico de   P ( 1, 0, 0 ) respecto de  π1? 
π1: 2 x – y – z + 4 = 0 
 

Calculemos la ecuación de una recta, s, que pasa por  P  y es perpendicular a  π1.  

( )

( ) 
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−=

+=

→






−−=
→→

λ

λ

λ

π z

y

21x

s
112nvdirectorvector

001Ppunto
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:
,,

,,
:  

 

Calculemos el punto  M  intersección de  s  y  π1. 
Sustituimos los valores de  x, y, z de la recta en la ecuación del plano: 
2 ( 1 + 2 λ ) – ( – λ ) – ( – λ ) + 4 = 0 
2 + 4 λ + λ + λ + 4 = 0;    6 λ + 6 = 0;    6 λ = – 6;     λ =  – 1  
 

Sustituyendo este valor de   λ   en la ecuación de   s  obtendremos M. 
( )

( )
( )

( )111M

11z

11y

1121x

,,−→








=−−=

=−−=

−=−+=

 



P´ será el simétrico de  P respecto de  M,  

( ) ( ) ( )2230011112PM2PM
2

PP
,,,,,, −=−−=−=′→=

′+
 

Solución: el simétrico de  P  respecto de  π1  es   P´( – 3 , 2 , 2 ). 

 
 

c) ¿π1 ∩  r? 
Nos interesan las ecuaciones paramétricas de  r. 
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Sustituyendo en la ecuación del plano, ( π1: 2 x – y – z + 4 = 0 ) 
2 ( 1 + λ ) – 2 λ  – (2  – λ ) + 4 = 0;   2 + 2 λ – 2 λ – 2 + λ + 4 = 0;     λ + 4 = 0;     λ = – 4  
 
Sustituyendo este valor de   λ   en la ecuación de   r  obtendremos el punto buscado. 
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Por tanto, existe el punto de corte entre  r  y  π1   y es el punto  ( – 3 , – 8 , 6 ). 
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Problema 3. Dada la recta y
0zy2x

1yx
r




=++

=−
:

 
los puntos  P = (0,0,3)  y  Q = (2,2,α), 

obtener:   

a) Los valores del parámetro real α, si existen, para los son paralelas las rectas  r  y  la recta 

que pasa por los puntos P y Q.  (6 puntos) 
b) La ecuación del plano perpendicular a  r  y que pasa por  P.  (4 puntos) 

 
Solución: 
a) ¿α?  /  r // s  (s  es la recta que pasa por  P y Q) 

De la recta  s  conocemos  
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Solución:     las rectas  r  y  s  son paralelas cuando  αααα = – 3      
 
 
b)  πππ ∈⊥ Pyr ¿Plano /?   

Representamos por  
→

πn  el vector perpendicular al plano π. 

),,( 311vnrComo r −−==→⊥
→→

ππ  

La ecuación del plano  π  será:  – x – y + 3 z + D = 0 
Como el punto  P(0,0,3) ∈ π   →     – 0 – 0 + 3 . 3 + D = 0;  9 + D = 0;   D = – 9  
Luego   π: – x – y + 3 z – 9 = 0   o bien   x + y – 3 z + 9 = 0 

 

Solución:  la ecuación del plano pedido  es    x + y – 3 z + 9 = 0. 
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Problema 4. Dada la recta y
12z7yx9

16z7yx5
r




=+−

=++
:  el punto  P = (0,5,2)  se pide: 

a) Comprobar que el punto  Q = (2,6,0)  pertenece a la recta  r y encontrar la recta  s  que 

pasa por los puntos  P  y  Q.   (2 puntos) 
b) Obtener el ángulo que forman la recta  r  y la recta  s.  (3 puntos) 
c) Obtener la proyección ortogonal del punto  P  en la recta  r.   (5 puntos) 

 
Solución: 
a) ¿Q ∈ r? 

Comprobemos que el punto Q(2,6,0) cumple las ecuaiones de la recta  r. 

rQ
Sí1212

Sí1616

1207629

1607625
∈→





=

=
→





=+−

=++

..

..  

 
¿recta s?  /  s  es la recta que pasa por  P y Q. 

De la recta  s  conocemos  
2
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−
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−
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b)  ¿Ángulo que forman  r   y  s? ( )
∧

sr,   
El ángulo lo obtendremos a partir de los vectores directores de las dos rectas. 

De la recta  s  obtuvimos su vector director en el apartado anterior:  ),,( 212vs −=
→

 

Como de la recta  r  tenemos su ecuación implícita, el cálculo de su vector director es: 
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∧

 

 

Solución:  las rectas  r  y  s   forman un ángulo de  35´2644º. 
 
 
c)  ¿Proyección ortogonal del punto  P  en la recta  r? 

Los cálculos a realizar son: 
i) Plano (π)  que contiene a  P  y es perpendicular a  r. 

Representamos por  
→

πn  el vector perpendicular al plano π. 

),,( 121vnrComo r −==→⊥
→→

ππ  

La ecuación del plano  π  será:   x + 2 y – z + D = 0 



Como el punto  P(0,5,2) ∈ π   →     0 +2 . 5 – 2 + D = 0;   8 + D = 0;   D = – 8  
Luego   π: x + 2 y – z – 8 = 0 
 

ii) Corte entre  π   y   r. 
Nos interesa tener la ecuación vectorial de la recta r. 
De los dos apartados anteriores, de la recta conocemos 

ℜ∈
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→






−=
→ λ

λ

λ

λ

z

26y

2x

r
121vdirectorvector

062Qpunto

r
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Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuación de π, 
2 + λ + 2 (6 + 2 λ) – (– λ) – 8 = 0;    2+λ + 12 + 4 λ + λ – 8 = 0;    6 + 6  λ = 0;   6  λ = – 6; 
λ = – 1 

Sustituyendo este valor de  λ  en la ecuación de  r    
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,  punto (1,4,1) 

 

Solución: la proyección ortogonal del punto  P  en la recta  r es el punto  (1,4,1). 
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Problema 3. Se considera la recta y
1

2z

3

1y

2

1x
r

−

+
=

+
=

−
:  el plano  π: 3 x – m y + z = 1.  

Se pide:   

a) Determinar el valor del parámetro real m para que  r  y  π  sean paralelos. Obtener 

además los valores de  m  para los que el plano  π  contiene a la recta  r.  (4 puntos) 
b) Para los valores de  m  del apartado anterior, hallar un plano paralelo a  π  que contenga a 

la recta  r.  (3 puntos) 
c) Calcular en función de  m, la distancia entre  π  y el punto  P(1, – 1 , – 2).  (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿m? / r // π. 

r  // π   si   ( ) ( ) .laresperpendicusonalarperpendicuvectornyrdedirectorvectorvr ππ

→→

 

( ) ( )

( ) ( )
3

5
mm350m3501m3601m3132

0nvnv1m3ny132v rrr

===−=−−=−⋅−

=⋅→⊥−−
→→→→→→

;;;;,,,,

;.,,,, πππ

 

Para que  r  y  ππππ  sean paralelos   .
3

5
m =  

 
¿m? / r ⊂  π. 

Para que  r ⊂  π  deben cumplirse dos condiciones: Pr (1,-1,-2) ∈ π   y  que  
→→

⊥ πnvr . 

Como hemos obtenido anteriormente,  
→→

⊥ πnvr   si  .
3

5
m =  

Pr (1,-1,-2) ∈ π,  sustituyendo las coordenadas de  Pr  en  π:   3 . 1 – m ( – 1) + ( – 2) =1;   
3 + m – 2 = 1;   m + 1 = 1;   m = 0. 
Hemos obtenido dos valores de  m  distintos, por lo que la recta  r  no está contenida en el plano  π. 
 

No existe valor de  m  para el que el plano ππππ  contiene a la recta  r. 

 
 

b) Para m = 
3

5
   ¿plano σ? / σ  //  π   y   r ⊂ σ. 

Para m = 3z3y5x91zy
3

5
x3

3

5
=+−→=+−→ :: ππ  

Como  σ  //  π   →   σ: 9 x – 5 y + 3 z = D 
Para que   r ⊂ σ   →   Pr (1,-1,-2) ∈ σ   →   9 . 1 – 5 . (– 1) + 3 . (– 2) = D   →   9 + 5 – 6 = D   →   D = 8 
 
La ecuación del plano pedido es:   9 x – 5 y + 3 z = 8. 
 
 

c) P(1,-2,-2)   y   π: 3 x – m y + z = 1,  ¿d(P,π)? 

( )
( ) ( )

10m

m

10m

3m3

1m3

121m13
Pd

22222 +
=

+

−+
=

++

⋅−+−−⋅
=π,  

 

Solución:   ( )
10m

m
Pd

2 +
=π,  
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Problema 4. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P = (2,1,3) y  

Q = (1,3,1) y los otros dos sobre una recta  r  que pasa por el punto R = (4,7,6). 

a) Calcular la ecuación de la recta  r.   (2 puntos) 
b) Calcular la ecuación del plano que contiene al cuadrado.  (3 puntos) 
c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.   (5 puntos) 

 
Solución: 
a) ¿recta r?  

Como la recta  r  es la que contiene los otros dos vértices del cuadrado será paralela a la que pasa por P y 

Q. Por tanto de la recta  r  sabemos  
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221PQvdirectorvector

674Rpunto
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La ecuación vectorial de  r: 
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La ecuación continua de  r:
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b)  cuadrado ¿Plano ⊂ππ /?   

π  será el plano que contenga los punto P, Q y R. 

Por tanto del plano  π  sabemos  
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362PR

221PQ
directoresvectores
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La ecuación del plano  π  la obtenemos a partir de: 

( ) ( ) ( )

05z10yx18030z101y36x18
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Solución:  la ecuación del plano pedido  es    18 x – y – 10 z – 5 = 0. 
 
 

c)  Coordenadas de los otros dos vértices del cuadrado. 

El problema a resolver expresado de forma 
gráfica (en el plano en lugar del espacio) es: 

 



Cálculo del vértice A. 
Calculamos el plano que contiene al punto P y es perpendicular a la recta r (plano σ). El vértice A será 
el punto de corte entre el plano  σ  y la recta  r. 

Representamos por  
→

σn  el vector perpendicular al plano σ. 

),,( 221vnrComo r −−==→⊥
→→

σσ  

La ecuación del plano  σ  será:  – x + 2 y – 2  z + D = 0 
Como el punto  P(2,1,3) ∈ σ   →     – 2 + 2 . 1 – 2 . 3 + D = 0;  – 6 + D = 0;   D = 6  
Luego   σ: – x + 2 y – 2  z + 6 = 0 
 
Punto de corte entre  σ  y  r. 
Sustituyendo los valores de x, y, z de r en la ecuación del plano: 
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Cálculo del vértice B. 

Calculamos el plano que contiene al punto Q y es perpendicular a la recta r (plano δ). El vértice B será 
el punto de corte entre el plano  δ  y la recta  r. 

Representamos por  
→

δn  el vector perpendicular al plano δ. 

),,( 221vnrComo r −−==→⊥
→→

δδ  

La ecuación del plano  δ  será:  – x + 2 y – 2  z + D = 0 
Como el punto  Q(1,3,1) ∈ δ   →     – 1 + 2 . 3 – 2 . 1 + D = 0;  3 + D = 0;   D = – 3   
Luego   δ: – x + 2 y – 2  z – 3 = 0 
 
Punto de corte entre  δ  y  r. 
Sustituyendo los valores de x, y, z de r en la ecuación del plano: 
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Solución: los otros dos vértices del cuadrado son  .,,,, 
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Problema 2.1. Dadas las dos rectas r y s, que se cortan, de ecuaciones 
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, se pide calcular: 

a) El punto P de corte de las rectas r y s. (1,1 puntos). 
b) Un vector direccional de r y otro de s , (0,5 puntos), y el ángulo α  que forman las rectas r y s en 

el punto de corte P. (0,6 puntos). 
c) La ecuación implícita  a x + b y + c z + d = 0  del plano π que contiene a las rectas r y s (1,1 puntos). 
 

Solución: 
a) Escribimos las ecuaciones paramétricas de r y s. 

ℜ∈













+=

+−=

−=

→
−

=
+

=
−

−

−
=

+
=

−

−

ℜ∈















+=

−=

+=

→
−

=
−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

µ

µ

µ

µ

λ

λ

λ

λ

41

2

3

23

:
4

1

2
2

3

2

3
:

4

1

2

32

2

3
:

3
2

3

3
2

1

21

:
3

2

3

3

2

1

2

1
:

6

32

6

12

2

1
:

z

y

x

s
zyx

s

zyx
s

z

y

x

r
zyx

r

zyx
r

 
Punto de corte entre  r  y  s, 
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El determinante de la 
matriz ampliada de 
este sistema es 
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Como en la matriz de coeficiente el menor  0462
13
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el sistema tiene solución única. 

Las rectas se cortan en, 
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El punto de corte será, 
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la ecuación del plano será, 
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Problema 2.2. Dados el punto Q = (3, –1, 4) y la recta r de ecuación paramétrica 

r: x = –2 + 3λ, y = –2λ, z = 1 + 4λ,     se pide: 

a) Hallar la distancia del punto Q a la recta r. (1,1 puntos). 
b) Justificar que la recta s que pasa por Q y tiene a (1, −1, 1) como vector direccional no corta a r. (1,1 puntos). 
c) Calcular la distancia entre las rectas r y s. (1,1 puntos). 
 

Solución: 
a) 
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Problema 2.1. Se dan los puntos  A = ( 2 , 1 , 1 )   y   B = ( 1 , 0 , – 1 ), y la recta  r  de ecuación 
2

2
5:

−

+
==−

z
yxr

 
Se pide calcular razonadamente: 

a) El punto C de  r  que equidista de A  y  B. (2 puntos). 
b) El área del triángulo ABC. (1,3 puntos). 
 

Solución: 
a)  

),(),(/ CBdCAdrCBuscamos =∈  
Escribamos la ecuación paramétrica de la recta r; como conocemos su ecuación en forma continua es fácil escribir la 
ecuación paramétrica: 
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Por lo que las coordenadas de cualquier punto de la recta r, en particular del C que buscamos, son 
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Calculemos las distancias indicadas, 
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Resolvemos la ecuación planteada elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado, 
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Comprobemos que esta solución lo es de la ecuación irracional inicial, 
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Otra forma de resolverlo, 
Calculamos el siguiente plano: 
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La educación del plano será: x + y + 2 z + D = 0, con la condición de que pase por 
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El punto C será el de corte entre la recta  r  y el plano π 
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b) Área del triángulo ABC  
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Problema 2.2. Dadas la recta  r, intersección de los planos   y + z = 0   y   x – 2 y – 1 = 0, y la recta  s  de ecuación 

31
2

: +−=−= zy
x

s
 

, se pide 

a) Obtener, razonadamente, las ecuaciones paramétricas de  r   y   s. (1,1 puntos). 
b) Explicar de un modo razonado cuál es la posición relativa de las rectas  r   y   s. (1,1 puntos). 
c) Calcular la distancia entre las rectas  r   y   s. (1,1 puntos). 
 

Solución: 
a) Ecuaciones paramétricas de r 

Resolvamos el sistema de ecuaciones que define la recta r 
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podemos resolver el sistema anterior usando  x  e  y como incógnitas principales, 
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Por lo que las ecuaciones paramétricas de la recta r serán: ℜ∈
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Ecuaciones paramétricas de s 
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la ecuación continua será 
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y la paramétrica ℜ∈
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b) Posición relativa de  r  y  s.  

Estudiemos el sistema que plantearíamos para buscar el punto de corte entre las rectas, 
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La matriz ampliada del sistema 
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En la matriz de coeficientes, A, vemos que  C1 = C2   y que tiene elementos no nulos, luego   ran(A) = 1 



En la matriz ampliada, como  C1 = C2  2´)(0312
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Como ran(A) = 1 y ran(A´)=2, las rectas r y s son paralelas. 
 

 
c) Como las rectas  r  y  s  son paralelas 
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Problema 2.1. Sean  A, B y C los puntos  de intersección del plano de ecuación   x +  4 y – 2 z – 4 = 0  con los tres ejes 

coordenados  OX, OY  y OZ, respectivamente. Se pide calcular razonadamente: 

a) El área del triángulo ABC. (1,1 puntos). 
b) El perímetro del triángulo ABC. (1,1 puntos). 
c) Los tres ángulos interiores del triángulo ABC. (1,1 puntos). 
 

Solución: 
Calculemos los puntos A, B y C. 
A – punto de corte entre el plano y el eje OX 

La ecuación del eje OX la podemos dar como intersección de dos planos:  
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El sistema a resolver para encontrar el punto A es, 
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Sustituyendo los valores de  y, z en la primera ecuación obtenemos  x – 4 = 0, luego  x = 4. El punto A tiene de 
coordenadas ( 4 , 0 , 0 ) 

Similarmente obtenemos los restantes puntos. 
B – punto de corte entre el plano y el eje OY 

El sistema a resolver para encontrar el punto B es, 
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Sustituyendo los valores de x, z en la primera ecuación obtenemos  4 y – 4 = 0, luego  y = 1. El punto B tiene de 
coordenadas ( 0 , 1 , 0 ) 

C – punto de corte entre el plano y el eje OZ 
El sistema a resolver para encontrar el punto C es, 
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Sustituyendo los valores de  x, y en la primera ecuación obtenemos  – 2 z – 4 = 0, luego  z = – 2. El punto C tiene de 
coordenadas ( 0 , 0 , – 2 ) 

 
a) Área del triángulo ABC. 

Para calcular esta área utilizamos la siguiente fórmula  
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b) Perímetro del triángulo ABC. 



P = d(A,B) + d(B,C) + d(C,A) = 
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c) Los tres ángulos interiores del triángulo ABC 

 

Obtengamos los vectores que determinan los tres lados. Anteriormente ya 
obtuvimos dos de ellos, 
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Calculemos el tercero 
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Procedamos al cálculo de los tres ángulos, para ello utilizamos la fórmula del coseno del ángulo determinado por dos 
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Problema 2.2. Dados los puntos  O = (0,0,0),  A = (4,4,0)  y  P = (0,0,12), se pide obtener razonadamente: 

a) La ecuación de la recta que pasa por  A  y es perpendicular al plano de ecuación  z = 0.  (1 punto). 
b) La ecuación de un plano que cumpla las dos condiciones siguientes: 

• Pase por P y por un punto Q de la recta de ecuación  x = y = 4 

• Sea perpendicular a la recta que pasa por O y Q. (2,3 puntos por hallar uno de los dos planos solución). 
 

Solución: 
a) Recta que pasa por A ( 4, 4 , 0 ) y  ┴  al plano  z = 0. 

Como la recta debe ser perpendicular al plano, el vector normal del plano será director de la recta. 
Del plano  z = 0  un vector normal es ( 0 , 0 , 1 ), por lo tanto de la recta pedida conocemos: 

punto  A ( 4 , 4 , 0 ) y vector director  
→

v ( 0 , 0 , 1 ), la ecuación de la recta será, 
ecuación paramétrica:  
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simplificando ℜ∈
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ecuación continua: 
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b) Q es un punto de la recta  r  de ecuación  x = y = 4, luego las coordenadas de Q serán ( 4 , 4 , λ ), siendo λ un número 
real. 
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Por lo tanto el plano buscado puede ser:  x + y + 2 z – 24 = 0   o   x + y + z – 12 = 0 
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EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 3. Consideramos los planos 

0242:

06:
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=+++
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zyx

yx

λπ

π

 
donde λ  es un parámetro real. Se pide: 

a) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta de intersección de los planos 1π   y  2π  cuando 4=λ . (1,5 puntos) 

b) Calcular razonadamente λ  para que los planos 1π   y  2π   se corten formando un ángulo de 45º.  (1,8 puntos) 
 

Solución: 

a) Para 4=λ  el plano 2π  será: 2 x + 4 y + 4 z + 2 = 0; simplificando por 2 queda 
x + 2 y + 2 z + 1 = 0 

La ecuación de la recta  r  intersección de estos dos planos será, en forma implícita, 
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Las ecuaciones paramétricas de la recta  r  las obtenemos resolviendo el sistema anterior, 
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sustituyendo el valor de y en la 1ª ecuación, x – 7 – 2 z = 6; despejando x,  x = 13 + 2 z 
 
Las ecuaciones paramétricas de r  serán, 
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b) 1π   y  2π   se cortarán formando un ángulo de 45º cuando sus vectores ortogonales también lo formen, 
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Elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado, 

416163620
22 ±=→±=→=→=+ λλλλ  

Comprobamos las soluciones obtenidas en la ecuación irracional 
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Ambos planos se cortarán formando un ángulo de 45º cuando 4o4 =−= λλ . 
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. Dado el plano definido por la ecuación   ,: 3zy4x8 =+−π  hallar 

a) La ecuación de la recta perpendicular al plano π   que pasa por el punto P(1,-3,7), expresada como la intersección de 

dos planos. (1 punto) 

b) La distancia del punto  P  al plano  π .  (0,8 puntos) 

c) Las ecuaciones de los planos que distan 3 unidades del plano π . (1,5 puntos) 
 

Solución: 
a) Como la recta debe ser perpendicular al plano, el vector ortogonal del plano será director de la recta, 
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Las ecuaciones paramétricas de la recta r serán, 
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La ecuación continua, 
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A partir de esta ecuación obtenemos la de dos planos cuya intersección será la recta r, 
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La ecuación de la recta expresada como la intersección de dos plano es: (simplificamos la 1ª ecuación) 
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b)  
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c) Los planos que distan 3 unidades del plano π  son paralelos a él, su ecuación general será de la forma:  
8 x – 4 y + z = D 

Como los dos planos son paralelos  ),(),( 11 πππ πPdd =  
Busquemos un punto del plano π , x = 0 , y = 0  luego z = 3 
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Por lo que hay dos planos que distan 3 unidades del plano π , son los planos     8 x – 4 y +  z = – 24       
y    8 x – 4 y +  z = 30 
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 4. En el espacio 
3ℜ , se consideran el punto P = (3,2,3) y la recta  r  intersección de los planos de 

ecuaciones:  x + 3 y – 4 z = 0   y   x + 2 y – 2 z = 1. Se pide determinar: 

a) La distancia   d   del punto  P  a la recta   r   (1,3 puntos). 

b) Los puntos  M  y  N  de la recta  r  que cumplan que su distancia al punto  P  es  d5   (2,3 puntos). 
 

 

Solución: 
a) El cálculo de la distancia de un punto a una recta lo realizamos mediante la fórmula: 
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b) Un punto de la recta  r   será ℜ∈+−− λλλλ ),21,23(  Buscamos puntos de r que cumplan 
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c) El área del triángulo de vértices P(3,2,3), M(5,-3,-1) y N(-3,5,-3) la obtenemos mediante la fórmula 
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 4. Sean π  y  π´ los planos del espacio 
3ℜ , determinados del modo siguiente: el plano  π  pasa por los 

puntos (0,2,1), (3,-1,1) y (1,-1,5)  y el plano  π´ pasa por los puntos (3,0,2), (2,1,1) y (5,4,-2). Se pide calcular: 

a) Una ecuación paramétrica de la recta  r  intersección de los planos  π  y  π´  (1,3 puntos). 

b) El ángulo  α  que forman los planos  π  y  π´ (0,7 puntos). 

c) La ecuación del plano que contiene a la recta  r  y forma un ángulo de 90 grados con el plano π  (1,3 puntos). 

 

Solución: 
a) En primer lugar calculamos las ecuaciones generales de los dos planos. 

Como de cada plano conocemos tres puntos, podemos formar dos vectores que, si no son paralelos, serán directores 
del plano. 
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Plano π´, 
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La ecuación de la recta r 
es: 
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La ecuación paramétrica de r la encontramos resolviendo este 
sistema. 
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EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 2. a) Obtener el plano que pasa por el punto P(-2,4,-3) y es perpendicular a la recta  

r : (x,y,z) = (1,2,0) + t (1,-2,1)   (1  punto ). 
b) Calcular la distancia entre el punto  P  y la recta  r  (2,3 puntos). 
 

Solución: 
a) Como el plano buscado es perpendicular a la recta  r , el vector director de la recta (1,-2,1) será ortogonal al 

plano, por lo tanto la ecuación del plano será  x – 2 y + z + D = 0 
el plano debe pasar por el punto P(-2,4,-3), luego  - 2 – 2 . 4 + (-3) + D = 0, - 2 – 8 – 3 + D = 0 
- 13 + D = 0, es decir  D = 13 
El plano tendrá de ecuación  x – 2 y + z + 13 = 0 

 
b) Para calcular la distancia del punto P a la recta r utilizamos la siguiente fórmula 
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Por lo tanto, 
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. Consideramos los puntos: A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0,1) y D = (2,1,2). Se pide 

a) Hallar el área del triángulo de vértices  B, C y D (1,1 puntos). 

b) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D  (1,1 puntos). 

c) Hallar la distancia del punto  A  al plano que pasa por los puntos B, C y D  (1,1 puntos). 

 

Solución: 
a) Para calcular el área del triángulo de vértices B, C y D usamos la fórmula 
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Calculamos los vectores indicados, 
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b) El volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D se obtiene como sigue 
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El volumen del tetraedro es ..
3

2
vu

 
 

 
c) Dado un punto A(x0,y0,z0) y un plano π: a x + b y + c z + d = 0 
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Cálculo del plano π: 

El plano π pasa por los puntos B, C y D; obtenemos los vectores 
→→

BDyBC  
y calculamos su producto vectorial ( ya obtenido en el apartado a) ), el vector que obtenemos (-2,2,2) es 
perpendicular al plano π. 
Del plano π conocemos: un punto, por ejemplo, B (0,1,0) y 
   un vector normal al plano (-2,2,2) 
La ecuación del plano π será: 

– 2 (x – 0) + 2 (y – 1) + 2 (z – 0) = 0 
– 2 x + 2 y – 2 + 2 z = 0 
–  x +  y + z  – 1  = 0 

Finalmente, 
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EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 2. Un paralelepípedo rectangular (u ortoedro) tiene tres de sus aristas sobre las rectas:  
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l  y uno de sus vértices es ( 12, 21, -11). Se pide: 

a) Hallar los vértices restantes  (2,5 puntos).  b) Calcular su volumen  (0,8 puntos). 
 

Solución: 
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de las rectas  l, m  y  n. 
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las rectas  m  y  n  están 
en el plano  z = 0 

Obtengamos los puntos de intersección de estas tres rectas, 
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Es decir, el punto O(0,0,0) es un vértice del ortoedro. Como las rectas  m  y  n  están en el plano  z = 0, una cara del 
ortoedro está en este plano. 
 
Una arista del ortoedro está en el eje Z, el vértice A´(12,21,-11) no está en el plano  z = 0, por lo tanto otra de sus caras, 
la opuesta a la que está en el plano  z = 0, está en el plano  z = -11. 
 
En el plano  z = -11 los vértices del ortoedro serán: el conocido (12,21,-11), el que está en la arista  l que será  
O’(0,0,-11) y los otros dos los obtenemos como sigue, 

en el plano   z = -11  las rectas paralelas a  m  y  n  del plano  z = 0  tiene por ecuaciones: 
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 gráficamente 

 
 
para encontrar los otros dos vértices procedemos de la siguiente forma, 



 

recta  r  que pasa por A’(12, 21, -11)  y  es paralela a  n’ 
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)11,9,18´(9455

212

2442ª1*2

212

122

1111

221

212

−⇒=→−=−→





−=−−

−=−
→





−=−−

−=−
→









−=−

=−

=+

Bsumando µµ

µλ

µλ

µλ

µλ
µλ

µλ

 

recta  s  que pasa por A’(12, 21, -11)  y  es paralela a  m’ 
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C´ punto de corte entre  s  y  n´ 

),,´(

ª.

11126C9455sumando

212

242412

212

122

1111

221

212

−−⇒−=→−=→





−=+

−=−
→





−=+

−=−
→









−=−

−=+

=+

λλ

γλ

γλ

γλ

γλ
γλ

γλ

 

Los vértices correspondientes en el plano  z = 0  serán:  
O (0, 0, 0), A (12, 21, 0), B (18, 9, 0)  y  C( -6, 12, 0) 

Los ocho vértices del ortoedro son: 
O (0, 0, 0) 
 
A (12, 21, 0) 
 
B (18, 9, 0) 
 
C ( -6, 12, 0) 
 
O’ (0, 0, -11) 
 
A’ (12, 21, -11) 
 
B’ (18, 9, -11) 
 
C’ ( -6, 12, -11)  

 
b) El ortoedro está definido por los vectores 

2970270.11)9.612.18(11
126

918
11

0126

098

1100

)0,12,6()0,9,8()11,0,0('

=−=+−=
−

−=

−

−

=

−==−=
→→→

VLuego

COBOOO

 

Es decir  V = 2970 u3  
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EJERCICIO B 

 
PROBLEMA 2. Dados los planos π : 5 x – y – z = 0 , σ : x + y – z = 0  y  el punto P (9, 4, -1), determinar: 

a) La ecuación del plano que pasa por P y es perpendicular a π  y a σ  (1,5 puntos). 

b) El punto simétrico de P respecto de la recta  r, intersección de los planos π  y σ   (1,8 puntos). 

 
Solución: 
a) Obtenemos los vectores perpendiculares a los planos dados, 

σπ ⊥−⊥−−
→→→→

vluegovuluegou )1,1,1(;)1,1,5(  
Para obtener un vector perpendicular a los planos  π  y  σ   calculamos el producto vectorial de los vectores 
anteriores, 
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El plano de ecuación  2 x + 4 y + 6 z + D = 0  será perpendicular a los planos  π  y  σ , como debe pasar por el 
punto  (9, 4, -1), 
2 . 9 + 4 . 4 + 6 . (-1) + D = 0 
18 + 16 – 6 + D = 0 
D =  – 28    
 
El plano pedido es   2 x + 4 y + 6 z – 28  = 0, ecuación que podemos simplificar por 2, 
x + 2 y + 3 z – 14 = 0 
 
La ecuación del plano que pasa por P y es perpendicular a π  y a σ  es: x + 2 y + 3 z – 14 = 0 

 
 
b) Para resolver este apartado seguiremos el siguiente proceso: 

1º) Calculo del plano que contiene a P y es ψ≡⊥ ra  

2º) Calculo del punto de corte entre r y M≡ψ  
3º) Calculo del simétrico de P, P’, sabiendo que M es el punto medio entre P y P’. 
 
1º) El vector director de  r  será perpendicular a ψ  

Conocemos la recta  r  como intersección de dos planos, calculemos su ecuación paramétrica, 
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La ecuación parámetrica de r: ℜ∈
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y el vector director de r: )3,2,1(1,
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La ecuación del plano ψ  será  x + 2 y + 3 z + D = 0,  como P está en el plano: 
9 + 2 . 4 + 3 . (-1) + D = 0 
9 + 8 – 3 + D = 0 
d =  – 14  
La ecuación del plano ψ  es  x + 2 y + 3 z  – 14 = 0 
 

2º) El punto de corte entre la recta  r  y el plano ψ   lo encontramos resolviendo el sistema formado por las 
ecuaciones de r y ψ , 
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lo resolvemos por Cramer, 
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Por lo tanto M (1, 2, 3) 
 

3º) Por ser M el punto medio del segmento P P’, se cumple, 
2

PP
M

′+
=

 
luego P’ = 2 M – P = 2 (1, 2, 3) – (9, 4, -1) = (2, 4, 6) – (9, 4, -1) = (-7, 0, 7) 

 
Finalmente, el punto simétrico de P respecto de la recta  r, intersección de los planos π  y σ ,  es (-7, 0, 7) 
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran: 

• La recta r intersección de los planos de ecuaciones implícitas 2 x – 2 y – z = 9   y   4 x – y + z = 42. 

• Y la recta s que pasa por los puntos (1,3,-4) y (3,-5,-2). Se pide: 

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,8 puntos) y de la recta s (0,3 puntos). 
b) Justificar que las rectas r y s se cruzan (0,8 puntos). 
c) Calcular un vector direccional de la recta t, perpendicular común a las rectas r y s, (0,4 puntos) y calcular el punto P 
de intersección de las rectas s y t (1 punto). 
 

Solución: 
a) Ecuaciones paramétricas de la recta r. 

Resolvemos el sistema 
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usaremos como incógnitas principales  x  e  y 
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Las ecuaciones paramétricas de la recta r son: ℜ∈
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Ecuaciones paramétricas de s. 
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Las ecuaciones paramétricas de la recta s son: ℜ∈
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Estos vectores no tiene sus coordenadas proporcionales 
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por lo que las rectas   r  y  s   no son paralelas. 

Veamos la posición relativa de estas dos rectas mediante el cálculo del siguiente determinante, 
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Por lo tanto las rectas  r  y  s  se cruzan. 
 
 

c) La recta perpendicular común a  r  y  s  tiene como vector director, 
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Calculemos el punto P intersección de las rectas s y t. 
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rectas r y s, respectivamente. Por ser  t  la perpendicular común a  r  y  s  buscamos el punto P imponiendo la 

condición de que los vectores 
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tsr vyPP  deben ser paralelos. 
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que da lugar a siguiente sistema, 
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El punto de la recta  s  buscado será: ( 1 + 1 , 3 – 4 . 1 , – 4 + 1 ) = ( 2 , – 1 , – 3 ) 
 
Luego P ( 2 , – 1 , – 3 ) 
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran: 

� El plano π que pasa por los puntos (11, 1, 2), (5, 7, 5) y (7, –1, –2). 

� Y la recta r intersección de los planos de ecuaciones implícitas x + y + z = 15 y 2x − 7y + 2z = 3 . 

a) Calcular la ecuación paramétrica de r (0,6 puntos) y la ecuación implícita del plano π (0,4 puntos). 
b) Calcular el punto P intersección de r y π (0,8 puntos) y el ángulo α que determinan r y π (0,5 puntos). 
c) Calcular los puntos M y N de la recta r cuya distancia al plano π es igual a 3 u.l. (1 punto). 
 

Solución: 
a)  Ecuación paramétrica de r 
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resolvemos el sistema de la recta  r  usando  x e y  como incógnitas principales. 
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La ecuación paramétrica de la recta r será: ℜ∈
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Ecuación implícita del plano π 
Punto ( 11 , 1 , 2 ) 

Vectores directores: 
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La ecuación implícita del plano π será, 
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simplificando por – 3  
x + 2 y – 2 z – 9 = 0    es la ecuación del plano π. 
 



b) P, punto de intersección de r y π  
Sustituimos las coordenadas de un punto cualquiera de la recta r en la ecuación del plano π 
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Por lo que el punto P será: (12 – 3 , 3 , 3 ) = ( 9 , 3 , 3 ) 
 
Ángulo α que determinan r y π. 
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PROBLEMA A.2. Se pide obtener razonadamente: 

a) La ecuación del plano  π   que pasa por los puntos  O = ( 0, 0, 0 ),  A = ( 6, – 3, 0 )  y   

B = ( 3, 0, 1 ).  (3 puntos) 
b) La ecuación de la recta  r  que pasa por el punto  P = ( 8, 7, – 2 )  y es perpendicular al 

plano  π.  (3 puntos) 
c) El punto  Q  del plano  π   cuya distancia al punto P es menor que la distancia de 

cualquier otro punto del plano  π   al punto P.  (4 puntos) 
 
Solución: 
a) La ecuación del plano  π   que pasa por los puntos  O = ( 0, 0, 0 ),  A = ( 6, – 3, 0 )  y  B = ( 3, 0, 1 ). 

A partir de los tres puntos del plano calculamos los dos vectores directores del plano: 
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y tomando como punto del plano, por ejemplo, O = ( 0, 0, 0 ), podemos calcular la ecuación del plano  π 
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Ecuación implícita 
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b) Ecuación de la recta  r  que pasa por el punto  P = ( 8, 7, – 2 )  y es perpendicular al plano   
π: x + 2 y – 3 z = 0 
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ππ ππ ∈∀≤∈ PPPdPQdQc ),(),(/?¿)  

Como  r ┴ π,  el punto  Q  será el de corte entre el plano π  y la recta  r. 
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Sustituyendo este valor de   λ  en la ecuación de la recta 

x = 8 – 2 = 6 
y = 7 + 2 ( – 2 ) = 3 
z = – 2 – 3 ( – 2 ) =– 2 + 6  = 4 

Por lo tanto  Q ( 6, 3, 4 ) 
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PROBLEMA B.2. Dadas las dos rectas  r  y  s  de ecuaciones 
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se pide calcular razonadamente: 

a) Las coordenadas del punto  P  de intersección de las rectas  r  y  s.  (3 puntos) 
b) El ángulo que forman las rectas  r  y  s.  (3 puntos) 
c) Ecuación implícita A x + B y + C z + D = 0  del plano π  que contiene a las rectas  r  y  s.  

(4 puntos) 
 
Solución: 
a) Punto  P  de intersección de las rectas  r  y  s. 

Escribamos las ecuaciones paramétricas de las rectas  r  y  s,.  
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Buscamos el punto de corte entre  r  y  s  resolviendo el sistema que se obtiene al igualar las ecuaciones de 
las rectas, 
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Resolvemos el sistema usando las ecuaciones correspondientes al menor de orden  2  no nulo. 
El sistema a resolver es: 
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No es necesario que busquemos el valor de la otra incógnita. 
Obtengamos las coordenadas del punto  P (sustituyendo el valor de  λ  en la recta  r),  

x = 4 + 3 ( – 1 ) = 1 
y = 4 + 2 ( – 1 ) = 2 
z = 4 + ( – 1 ) = 3 

 
luego  P = ( 1 , 2 , 3 ) 
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c) Plano  π  que contiene a las rectas  r  y  s. 
Como las rectas  r  y  s  están en el plano  π, entonces   P (punto de corte entre  r  y   s) es de  π  y los 
vectores directores de las rectas l serán del plano. La ecuación del plano podemos obtenerla como sigue: 
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desarrollando por la tercera columna, 
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( x – 1 ) 4 – ( y – 2 ) 8 + ( z – 3 ) 4 =0,   simplificando entre 4, 

( x – 1 ) – ( y – 2 ) 2 + ( z – 3 ) =0 

x – 1 – 2 y + 4 + z – 3 = 0 

x – 2 y + z = 0 

 
Solución:   π ≡  x – 2 y + z = 0 
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PROBLEMA A.2. En el espacio se dan las rectas 
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Obtener razonadamente: 

a) El valor de  α   para el que las rectas  r  y  s  están contenidas en un plano.  (4 puntos) 
b) La ecuación del plano que contiene a las rectas  r  y  s  para el valor de  α   obtenido en el 

apartado anterior.  (2 puntos) 
c) La ecuación del plano perpendicular a la recta  r  que contiene el punto ( 1, 2 , 1 ).  (4 puntos) 

 
Solución: 
Previamente vamos a obtener los vectores directores de ambas rectas. 

Como la ecuación de la recta  r  está dada en forma paramétrica, sabemos que ),,( 121vr =
→

 
A partir de la ecuación de la recta  s  , dada como intersección de dos planos, obtengamos la forma paramétrica Para 
ello de la primera ecuación despejamos la  x  y de la segunda la  z: 
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a)  Las rectas  r  y  s  estarán contenidas en un plano si son paralelas o se cortan en un punto.  

Veamos si son paralelas, ¿son proporcionales sus vectores directores?  ?¿
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Como 
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 entonces los vectores no son proporcionales, las rectas no son paralelas. 

En consecuencia las rectas  r  y  s  deben cortarse. 

Para que se corten el siguiente sistema debe tener solución, 
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Arreglamos el sistema considerando que las incógnitas son  µλ y ,  
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incógnitas y 3 ecuaciones, para que tenga solución el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo, es decir: 
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Por lo tanto, para  3=α   las rectas  r  y  s  están contenidas en un plano. 
 
 

b) 3=α . Busquemos el punto de corte entre  r  y  s  resolviendo el sistema del apartado anterior. 
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 (obtenido en el apartado anterior), el sistema 

es compatible y determinado. Resolvemos el sistema usando las ecuaciones primera y segunda (las que aportan el 
menor de orden 2 no nulo): 
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ambas ecuaciones:  5 λ = 0  →  λ = 0. 



Sustituyendo este valor de  λ  en la recta  r  obtendremos, P,  el punto de corte buscado, 
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. ,  luego 

P ( 3 , – 1 , 2 ). 
 
La ecuación del plano que contiene a las rectas  r  y  s  viene determinada por el punto P y los vectores directores de  

r  y  s, 
→→

sr vyv . La ecuación de este plano será: 

0

312

121

2z1y3x

=

−

−+−

, desarrollando por la primera fila: 0
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calculando los menores:  ( x – 3 )( 6 – 1 ) – ( y + 1 ) ( 3 + 2 ) + (z – 2 ) ( 1 + 4 ) = 0 
5 ( x – 3 ) – 5 ( y + 1 ) + 5 ( z – 2 ) = 0, simplificando entre 5, 
( x – 3 ) – ( y + 1 ) + ( z – 2 ) = 0 
x – 3 – y – 1 + z – 2 = 0 
x – y + z – 6 = 0 

Solución: la ecuación del plano que contiene a las rectas  r  y  s  para  3=α   es   x – y + z – 6 = 0 
 
 
c) Buscamos un plano  π  /  π ┴ r    y   ( 1 , 2 , 1 ) Є π 

Como π ┴ r  ),,( 121vn r ==→
→→

π  

La ecuación del plano  π  será:   x + 2 y + z + D = 0 
Como debe contener al punto ( 1 , 2 , 1 ),   1 + 2 . 2 + 1 + D = 0  →  1 + 4 + 1 + D = 0 →  6 + D = 0  →  D = – 6 
 
Finalmente, el plano  π  será:   x + 2 y + z – 6 = 0 
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PROBLEMA B.2. Se da la recta 





=−

=−

0zy

0y4x
r :

 

y el plano 062zyx22 =−−+++ αααπ α )(: , dependiente del  

parámetro real α .   

Obtener razonadamente: 

a) La ecuación del plano  απ   que pasa por el punto  ( 1 , 1 , 0 ).  (3 puntos) 

b) La ecuación del plano  απ   que es paralelo a la recta  r .  (4 puntos) 

c) La ecuación del plano  απ   que es perpendicular a la recta  r (3 puntos). 
 
Solución: 
a)  Como el punto ( 1 , 1 , 0 ) pertenece al plano πα: 

( 2 + 2 α ) . 1 + 1 + α . 0 – 2 – 6 α = 0 
2 + 2 α + 1 – 2 – 6 α = 0 
– 4 α + 1 = 0 

– 4 α =  – 1  
4

1

4

1
=

−

−
=→ α  

Por lo que la ecuación del plano pedido será: 

014zy4x10

0
2

7
z

4

1
yx

2

5

0
2

3
2z

4

1
yx

2

1
2

0
4

1
62z

4

1
yx

4

1
22

=−++

=−++

=−−++







+

=−−++







+

 

 
Solución:  πα : 10 x + 4 y + z – 14 = 0 

 
 

b) Como πα  debe ser paralelo a la recta r, 
→→

⊥ rvn
απ  

),,( αα
απ 122n +=

→

 

Calculemos el vector director de la recta  r, 
→

rv  

Como  ),,(: 114v

z

y

4x

yz

y4x

0zy

0y4x
r r =→









=

=

=

→




=

=
→





=−

=− →

λ

λ

λ
 

Puesto que debe ser  
→→

⊥ rvn
απ   →  ( 4 , 1 , 1 ) . ( 2 + 2 α , 1 , α ) = 0 

8 + 8 α + 1 + α = 0;    9 + 9 α = 0;    9 α = – 9;    1
9

9
−=

−
=α  

Sustituyendo el valor de  α  en el plano  πα :  
( 2 + 2 . ( – 1 ) ) x + y + ( – 1 ) z – 2 – 6 ( – 1 ) = 0 
( 2 – 2 ) x + y – z – 2 + 6 = 0 
y – z + 4 = 0 

La ecuación del plano  πα   será:   y – z + 4 = 0 
 
 



c) Como πα  debe ser perpendicular a la recta r, 
→→

rvn //
απ  

Por lo tanto debe cumplirse: 

1
11

1

122422
1

1

4

22

11

1

4

22

=→=

=→=→=+→=
+

→==
+

α
α

ααα
α

αα
 

Luego   α = 1 
Sustituyendo el valor de  α  en el plano  πα :  

( 2 + 2 . 1 ) x + y + 1 . z – 2 – 6 . 1 = 0 
4 x + y + z – 8 = 0 
4 x + y + z – 8 = 0 

La ecuación del plano  πα   será:   4 x + y + z – 8 = 0 
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PROBLEMA A.2. En el espacio se tiene la recta  




=−−

=−+

0zyx

1zyx
r :   y el plano  π: x + m z = 0, 

donde m es un parámetro real. 

Obtener razonadamente: 

a) El vector director de la recta  r.  (2 puntos). 
b) El valor de  m  para el que la recta  r  y  el plano  π  son perpendiculares.  (2 puntos). 
c) El valor de  m  para el que la recta  r  y  el plano  π  son paralelos.  (3 puntos). 
d) La distancia entre  r  y  π  cuando se da a  m  el valor obtenido en el apartado c).   

(3 puntos). 
 
Solución: 
a) Obtengamos la ecuación paramétrica de la recta  r. 

Resolvemos el sistema que define a  r. 

Como  0211
11

11
≠−=−−=

−
, podemos usar como incógnitas principales  x  e  y. El sistema a resolver 

será  




=−

+=+

zyx

z1yx
   →   

2

1

2

z1z

2

z1

z11

y

z
2

1

2

z21

2

zz1

2

1z

1z1

x

=
−

−−
=

−

+

=

+=
+

=
−

−−−
=

−

−

+

=

 

La ecuación paramétrica de la recta  r  es,  ℜ∈















=

=

+=

λ

λ

λ

z
2

1
y

2

1
x

r : ,  y el vector director de r, 
→

rv , es: 

 
→

rv = ( 1 , 0 , 1 ) 
 
 

b) r ┴ π  cuando  
→→

πnvr //   , siendo  
→

πn   el vector perpendicular al plano π. 
→

rv = ( 1 , 0 , 1 )   y   
→

πn = ( 1 , 0 , m ) 

Para que estos vectores sean paralelos: 1m
m

1

1

1
=→=  

La recta  r  y el plano  π  son perpendiculares para  m = 1 
 
 

c) r // π  cuando  
→→

⊥ πnvr  

Deberá cumplirse que  ( 1 , 0 , 1 ) . ( 1 , 0 , m ) = 0;   1 + m = 0;   m = – 1 
 
La recta  r  y el plano  π  son paralelos  para  m = – 1  

 
 
d) Para  m =  – 1  hay que calcular  d ( r , π ). 

  Para  m =  – 1, el plano  π  es   x – z = 0. Utilizamos la ecuación paramétrica de  r  obtenida en el 
apartado a). 



( ) ( ) ..´..
)(

,,,, lu35360lu
22

1

2
2

1

11

0
2

1

0
2

1

2

1
PsiendoPdrd

22rr ≈==
−+

−

=















== ππ  
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PROBLEMA B.2. En el espacio se dan los planos   π ,  σ   y   τ   de ecuaciones: 

π:  2 x – y + z = 3 ;     σ: x – y + z = 2 ;     τ: 3 x –y – a z = b, 
siendo  a   y   b   parámetros reales, y la recta   r   intersección de los planos   π   y   σ. 
Obtener razonadamente: 

a) Un punto, el vector director y las ecuaciones de la recta   r .  (3 puntos). 
b) La ecuación del plano que contiene a la recta   r   y  pasa por el punto (2,1,3).  (4 puntos). 
c) Los valores de  a  y de  b  para que el plano  τ  contenga a la recta   r,   intersección de los 

planos   π   y   σ. (3 puntos). 
 
Solución: 
a) La recta  r  es la intersección de los planos  π   y   σ, por lo que la ecuación de la recta  r será: 





=+−

=+−

2zyx

3zyx2
r :  

Como 0112
11

12
≠−=+−=

−

−
, resolvemos el sistema anterior usando  x  e  y  como incógnitas principales, 

el sistema a resolver será  




−=−

−=−

z2yx

z3yx2
.   Resolviéndolo por Cramer, 

z1
1

z1

1

z3z24

1

z21

z32

y

1
1

1

1

z2z3

1

1z2

1z3

x

+−=
−

−
=

−

+−−
=

−

−

−

=

=
−

−
=

−

−++−
=

−

−−

−−

=

 

Por lo tanto, la ecuación paramétrica de  r  será: ℜ∈








=

+−=

=

λ

λ

λ

z

1y

1x

 

A partir de esta ecuación conocemos:  un punto de  r    ( )011Pr ,,−  

y su vector director   ( )110vr ,,
→

 
 
 

b) Buscamos el plano  φ  que contiene  

( )

( )

( )












 −

→

312Q

110v

011P
r

r

r

,,

,,

,,

 

Luego el plano  φ  queda determinado por el punto  ( )011Pr ,,−   y los vectores  
→

rv   y  QPr  

QPr = ( 2 , 1 , 3 ) – ( 1 , – 1 , 0 ) = ( 1 , 2 , 3 ) 
La ecuación del plano  φ  será: 

0z1y1x

01z11y231x

0
21

10
z

31

10
1y

32

11
1x

0

321

110

z1y1x

=−++−

=−+−+−−−

=++−−

=

+−

)()(

)())(())((

)()(
 



x – 1 + y +1 – z = 0 
x + y – z = 0 

Luego, la ecuación del plano buscado es  φ: x + y – z = 0 
 
 
c) Para que  τ⊂r , cualquier punto de la recta  r  verificará la ecuación del plano  τ. Luego 

ba4

ba13

ba113

=−−

=−−+

=−+−−ℜ∈∀

λλ

λλ

λλλ )(.,

 

Para  λ = 0   →   4 = b 
Para  λ = 1   →   4 – 1 – a = b;   3 – a = b, sustituyendo el valor de  b  obtenido antes, 3 – a = 4; 
   3 – 4 = a;   – 1 = a 

Por lo tanto, el plano  τ  contiene a la recta  r  para   a = – 1  y  b = 4 
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PROBLEMA 2. Se da los planos  π: x + y = 1  y π′: x − y + z = 1 y el punto P(1,−1,0). 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los 

planos π y π′.  (3 puntos) 
b) La distancia de la recta r a los planos π y π′.     (3 puntos) 
c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida 

como intersección de los planos π y π′.   (4 puntos) 
 
Solución: 
a)  ¿Recta  r? /  P ∈ r  y   r es paralela a  π  y  π´. 

π: x + y = 1  );,,( 011nπ→      π′: x − y + z = 1  ).,,( 111n −→ ′π  

El vector director de la recta  r  debe ser un vector que sea paralelo a los dos planos. 





′
→

′⊥

⊥







⊥→×=
′′

′
π

π

π

π

π

π

π

π

ππ //v
n

n
y

n

n
vnnv  

( ) ),,(,,)( 21121111kji
11

11
k

11

01
j

11

01
i

111

011

kji

v −≈−−=−−⋅+−=
−

+
−

−
−

=

−

=  

De la recta r conocemos: 
( )211vdirectorv

011Ppunto

r ,,,.

),,(

−=

−
→  

Las ecuaciones paramétricas de r: 








=

ℜ∈+−=

−=

λ

λλ

λ

2z

1y

1x

 

 
 
b) ¿d( r , π )   y   d( r , π´)?  

π: x + y – 1 = 0,    π′: x − y + z  – 1 = 0  y   P(1,−1,0). 

Como  r // π   →   d(r,π) = d(P,π) = 
2

1

011

111
222

=
++

−−+ )(
 

Como  r // π´   →   d(r,π´) = d(P,π´) = 
3

1

111

1011
222

=
+−+

−+−−

)(

)(
 

 

Solución:  ( ) ( ) ⋅=′=
3

1
rdy

2

1
rd ππ ,,  

 
 

c) ¿Recta  s?  /  P ∈ s   y   s  corta  ⊥  recta  t : ⋅




′π

π
 

Ecuación de la recta  t: 





=+−

=+

1zyx

1yx
t : , en este sistema  0211

11

11
≠−=−−=

−
; la ecuación  de  t  la obtenemos resolviendo el 

sistema: 




−=−

=+

z1yx

1yx
 

















=

ℜ∈=
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→

=
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−
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−
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−

−
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−
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−

+−−
=

−
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λ
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z
2

1
y

2

1
1x

t

z
2

1

2

z

2

1z1

2

z11

11

y

z
2

1
1

2

z2

2

z11

2

1z1

11

x
:  

Simplifiquemos la ecuación de  t  usando otro vector director. 

Hemos obtenido que ( )








=

ℜ∈=

−=

−≈






 −→

λ

λλ

λ

2z

y

1x

tqueloPor2111
2

1

2

1
vt :.,,,,  

Un punto genérico de la recta  t  será   Q ( 1 – λ ,  λ, 2 λ ). 

La recta  s  que buscamos debe cumplir que   0vPQdeciresvPQ tt =⋅⊥
→→

,, . 

P(1,−1,0), luego  ( ) ( )λλλλλλ 2102111PQ ,,),(, +−=−−−−−=  

( ) ( )
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 −
⋅−
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−
=→=+→+=+++=−⋅+−=⋅

→
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1
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1
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1
016164121121vPQ t

,,,,
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De la recta  s  conocemos: 
( )251

6

2

6

5

6

1

6

1
21

6

1

6

1
PQvdirectorv

011Ppunto

s −≈






 −
=







 −
⋅+

−−
−=

−

→

,,,,,,,.

),,(

 

Las ecuaciones paramétricas de s: 








−=

ℜ∈+−=

+=

λ
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λ

2z

51y

1x

. 
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PROBLEMA 5. Sea dan las rectas 
1

2z

1

y

2

1x
s

2z

2y

1x

r
+

=
−

=
+

ℜ∈








=

+=

=

:,,: λ

λ

λ

 

y el plano 

π: 3 x + a y – z + 1 = 0. 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Si hay algún valor del parámetro  a  para el cual la recta r  está contenida en el plano  π.   

(4 puntos) 
b) La distancia entre las rectas  r  y  s.  (3 puntos) 

c)  El coseno del ángulo que forma la recta  r  y la recta   .:




=−

=−

2zy

0yx2
t

 

   (3 puntos) 

 
Solución: 
a)  ¿∃ a? /  r ⊂  π. 

Sustituyendo  x, y, z  de  r  en  π, 
3 . 1 + a ( 2 + λ ) – 2 λ + 1 = 0; en esta ecuación la incógnita es  λ. 
3 + 2 a + a λ – 2 λ + 1 = 0; 
a λ – 2 λ = – 4 – 2 a;   ( a – 2 ) λ = – 4 – 2 a 
Esta ecuación tendrá infinitas soluciones cuando:  








−=
−

=

=

→




=−

=
→





=−−

=−

2
2

4
a

2a

4a2

2a

0a24

02a
, (valores de  a  distintos) por lo que no hay solución. 

 
Por lo tanto,  no hay valor de  a  / r ⊂⊂⊂⊂ ππππ . 

 
 
b) ¿d( r , s )?  

De las rectas: 
( ) ( )112v

201P
s

210vdirectorv

021Ppunto
r

s

s

r

r

,,

),,(
:

,,,.

),,(
:

−=

−

=
→→  

 
Estudiemos la posición relativa de las rectas  r  y  s. 

Debemos estudiar la matriz ampliada:  
















−=







=′

→→→

212

211

220

PPvvA srsr  

3Aran0104482

212

211

220

AEn

2Aran02
11

20
AEn

=′→≠=−++=−′

=→≠−=
−

)(,

)(,

   →   las rectas  r  y  s   se cruzan. 

 
Por lo que, 

→→

→→→

×

=

sr

srsr

vv

PPvv

srd ),(     calculemos, 

 



( )

( )

( ) ..,

)(

,,

)()(
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29
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29

10
srdLuego

29243vv

243

k2j4i32k4j3i
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k
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j
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i
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vv

nteanteriormecalculado10
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PPvv

222
sr
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srsr

==

=−++=×

−=

=−+=−⋅+−⋅−⋅=
−

+−
−

=

−

=×

=−=

→→

→→

→→→

 

 

c) ¿cos α?  siendo  ( ) ⋅




=−

=−
=

∧

2zy

0yx2
tytr :,α  

Necesitamos los vectores directores de ambas rectas.  Sabemos que ( )210vr ,,=
→

 

( )

( ) ( )
5

2

53

6

95

42

221210

221210
Y

22111
2

1
vLuego

2z

y
2

1
x

t
y2z

2

y
x

z2y

yx2

2zy

0yx2
tDe

222222

t

==
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=
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ℜ∈
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=
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,,,,
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,,,,,
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α

α

α

α

α

 

 

Solución,  ⋅=
5

2
αcos  
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Problema 2.1. Dado el plano :π 2x + y + 3z – 1 = 0 y el punto Q = (2,1,3), se pide calcular : 

a) La distancia del punto Q al plano π . (1,1 puntos). 

b) El área del triángulo ∆  cuyos vértices P1, P2 y P3 son los puntos de intersección del plano π  con los ejes coordenados. 

(1,1 puntos). 

c) El volumen del tetraedro de vértices P1, P2, P3 y Q. (1,1 puntos). 

 

Solución: 
a)  

..
14

13

14

13

914

1914

312

13.312.2
),(

222
luQd ==

++

−++
=

++

−++
=π  

 
 

b) Calculemos los puntos de corte del plano π  con los ejes de coordenadas, 

0132:

0

0
:

=−++





=

=

zyx

z

y
OX

OX

π

π I

 Debemos resolver el sistema: 










=→=

=−

=−−+









=−++

=

=

0,0,
2

1

2

1
12

012

010.302

0132

0

0

1P
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x

x

zyx

z

y

 

   

0132:

0

0
:

=−++





=

=

zyx

z

x
OY

OY

π

π I

 Debemos resolver el sistema: 

( )0,1,0

1

01

010.30.2

0132

0

0

2P

y

y

y

zyx

z

x

=

=−

=−−+









=−++

=

=

 

   

0132:

0

0
:

=−++





=

=

zyx

y

x
OZ

OZ

π

π I

 Debemos resolver el sistema: 
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1
,0,0

3

1
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01300.2

0132
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0
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z
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y

x

 

Llamando A al área triángulo ∆  cuyos vértices son P1, P2 y P3  



6

14

36

14

36

914

4

1

36

1

9

1

2

1
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1
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1

2

1
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1
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1
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1

3

1

0
2

1

1
2

1

3

1

2

1

0
2

1

3

1
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1
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−
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→
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Finalmente, 

..
12

14

6

14

2

1
auA ==  

 
c)  

==

3121
3

1
001

0101

00
2

1
1

6

1
),,,( 321 QPPPV  (desarrollando el determinante por la 3ª columna) 

..vu
36

13

6

94

6

1

2

3

3

2

6

1

6

1

6

1

2

3

3

2

6

1

6

1
1

6

1

321
3

1
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0
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1
1
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1
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1

1
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1
=

+
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Problema 2.2. Dados los planos 
21 ππ y  de ecuaciones 

,:;: 06zyx203zy2x 21 =−−+=+++ ππ  se pide: 

a) Calcular el ángulo α  que forman los planos 
21 y ππ . (1,1 puntos). 

b) Calcular la ecuación paramétrica de la recta r, intersección de los planos 
21 y ππ . (1,1 puntos). 

c) Comprobar que el plano π  de ecuación x + y – 1 = 0  es el plano bisector de 
21 y ππ , es decir, π  forma un 

ángulo 2/α  con cada uno de de los planos 
21 y ππ , donde α  es el ángulo obtenido en el apartado a). (1,1 puntos). 

 

Solución: 
a)  

( )

rds

ang

32

1

6

3

66

3

)1(12121

122

)1,1,2()1,2,1(

)1,1,2()1,2,1(
cos

,

222222

21

π
αα

ππα

=⇒===
−++++

−+
=

−

−
=

=

 
 
b)  

0341
12

21

62

32
:

≠−=−=





=−+
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resolvemos el sistema usando  x  e  y  como incógnitas principales. 
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c)  

Sea β  el ángulo que forman los planos .1ππ y  
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Sea δ  el ángulo que forman los planos .2ππ y  
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Luego  
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como queríamos comprobar. 
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Problema 2.1. Dados los planos   π1: x + y + z = 3    y    π2: x + y – α z = 0, se pide calcular razonadamente: 

a) El valor de α  para que los planos  π1  y  π2 sean perpendiculares y, para este valor de α, obtener las ecuaciones 

paramétricas de la recta intersección de estos dos planos. (1,5 puntos). 
b) El valor de α  para que los planos  π1  y  π2 sean paralelos y, para este valor de α, obtener la distancia entre los dos 

planos  π1  y  π2 . (1,8 puntos). 
 

Solución: 
a) Valor de  α  /  π1 ┴ π2  

Sea 
→

πn  un vector ortogonal al plano π, entonces 
→→

⊥⊥
2121 ππππ nnsi  

),1,1()1,1,1(
21

αππ −==
→→

nyn  

Para que 
→→

⊥
21 ππ nn  debe ser 0

21
=⋅

→→

ππ nn  

(1, 1, 1) (1, 1, – α) = 0 
1 + 1 – α = 0 
2 – α = 0 
α = 2 
 
Para α = 2, ecuaciones paramétricas de 21 ππ I  

La ecuación de la recta  r  será:   
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02

3
:

zyx

zyx
r  

Para obtener la ecuación paramétrica de la recta basta con resolver el sistema de ecuaciones que define a la recta. 

En el sistema anterior podemos calcular el siguiente menor de orden 2 no nulo 312
21

11
−=−−=

−
 

por lo que podemos tomar como incógnitas principales: y, z. El sistema a resolver será: 
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Resolviéndolo por Cramer, 
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Por lo que las ecuaciones paramétricas de  r  serán: ℜ∈








=

−=

=

λλ

λ

1

2

z

y

x

 

 
b) Valor de  α  /  π1  y  π2  sean paralelos. 

21 ππ y  son paralelos si 
→→

21
// ππ nn  

Deberá ser: 

( )21 ,1

1
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1

1

1

ππα

α
α
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−=→
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==
 

Para este valor de α,   π1: x + y + z = 3    y    π2: x + y + z = 0 
Como π1  //  π2  , d (π1 , π2 ) = d ( P1, π2 )   siendo P1 un punto de  π1, por ejemplo, para x = 0  e  y = 0, sustituyendo en 
la ecuación de  π1, 0 + 0 + z = 3 → z = 3, por lo que  P1( 0, 0, 3 ) 

( ) 3
3

33

3

3

111

300
,

22221 ===
++

++
=πPd  



Matemáticas II   Septiembre 2008 
 
Problema 2.2. Dados el punto O = ( 0 , 0 , 0 )  y el plano   π: x + y + z = 6, se pide calcular razonadamente: 

a) La ecuación de la recta  r  que pasa por  O  y  es perpendicular al plano  π. (1,1 puntos). 
b) Las coordenadas del punto simétrico de  O  respecto del plano  π. (1,1 puntos). 
c) La ecuación del plano que contiene al eje X   y a la recta  r. (1,1 puntos). 
 

Solución: 
a) Recta   r  /  r  pasa por O   y    r ┴ π 

Como la recta  r  debe ser perpendicular al plano π, el vector ortogonal al plano π  será vector director de la recta r. 

Por lo que de la recta  r  conocemos: Punto O ( 0, 0, 0 ) y )1,1,1(=
→

rv  
Ecuaciones de la recta  r 

Paramétrica: ℜ∈
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Continua: zyx
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0
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b) Simétrico de   O   respecto de  π, O´ 

Debemos calcular, 
1) Recta que pasa por el punto  O  y es perpendicular a   π, es la recta obtenida en el apartado anterior. Usaremos 

su ecuación paramétrica, 

ℜ∈








=

=

=

λ

λ

λ

λ

z

y

x

r :

 
 

2) Punto de corte entre  r  y   π, M 
A partir de la ecuación paramétrica de la recta   r, sustituimos los valores de  x, y, z  de la recta en la ecuación 
del plano: λ + λ + λ = 6,   3 λ = 6,   λ = 2 
Sustituyendo este valor de  λ  en la recta, obtenemos el punto M ( 2, 2, 2 ) 

 
3) Obtenemos   O´ considerando que  M  es el punto medio del segmento  OO´, es decir que 

)4,4,4()0,0,0()2,2,2(22´´2
2

´
=−=−=→+=→

+
= OMOOOM

OO
M

 
El simétrico del punto O respecto del plano π es ( 4, 4 ,4 ) 

 
c) Plano que contiene al eje  X   y  a   r,  ψ 

Un vector director del eje X es ( 1, 0 , 0). Un vector director de la recta r es  ( 1, 1, 1 ). Estos dos vectores no son 
paralelos (sus coordenadas no son proporcionales) por lo que son vectores directores del plano  ψ. 
Como punto del plano  ψ  podemos tomar cualquiera del eje X o de la recta r, por ejemplo consideramos el ( 0, 0, 0 ) 
del eje X. 
La ecuación del plano ψ será, 

000
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zyyz

zyx

zyx

 
Luego el plano  ψ  tiene por ecuación   y – z = 0 
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Problema 2.1. Dados los puntos P = (3, – 1, 4)  y  Q = (1, 0, – 1) , y el plano π de ecuación  π: 
x – 2 y + 2 z + 5 = 0, se pide calcular razonadamente: 

a) La ecuación de la recta r que pasa por el punto P y es perpendicular al plano π. (1,4 
puntos). 

b) La ecuación de los planos que pasan por el punto P y son perpendiculares al plano π. (1 
punto). 

c) La ecuación del plano π' que pasa por los puntos P y Q y es perpendicular al plano π. (0,9 
puntos). 

 

Solución: 
a) Recta r: pasa por P y es  ┴  a  π. 

El vector director de la recta, 
→

rv , será el vector ortogonal al plano π, 
→

πn , y )2,2,1( −=
→

πn . 
Por lo tanto, de la recta  r  conocemos, 
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PPunto

 
Las ecuaciones de la recta  r serán: 
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b) Los planos que pasan por  P  y son perpendiculares al plano  π  contienen la recta  r  del apartado anterior. 
Por lo tanto las ecuaciones pedidas podemos obtenerlas a partir de la ecuación de la recta  r  dada como 
intersección de dos planos. 
De la ecuación continua de  r : 
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El haz de planos que contienen a la recta r será:   λ ( 2 x + y – 5 ) + µ ( 2 x – z – 2 ) = 0    y esta es la 
ecuación de los planos pedidos. 
 

c) Ecuación del plano π' que pasa por los puntos P y Q y es perpendicular al plano π. 

)5,1,2()4,1,3()1,0,1()2,2,1( −−=−−−=−=

′→′∈

′→⊥′

→→

→

→

PQyn

dedirectorvectorotroesPQQyPComo

dedirectorvectorunesnComo

π

π

ππ

πππ

 
Elegimos como punto del plano π', por ejemplo, P( 3, – 1, 4 ). La ecuación del plano π' será: 
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Luego, la ecuación del plano  π': 8x + y – 3 z – 11 = 0  
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Problema 2.2. Sea π el plano de ecuación  π: 3 x + 2 y + 4 z – 12 = 0, se pide calcular 

razonadamente: 

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a π que distan 5 unidades de π. (1,2 puntos). 

b) Los tres puntos A, B y C, intersección del plano π con cada uno de los tres ejes 

coordenados. (0,6 puntos). 

c) Los tres ángulos del triángulo ABC. (1,5 puntos). 
 

Solución: 
a) Ecuaciones de los planos paralelos a  π  que distan 5 unidades de  π. 
Los planos paralelos a  π  tienen por ecuación, π´: 3 x + 2 y + 4 z + D = 0. 
Como estos dos planos son paralelos, la distancia entre ellos la calculamos de la siguiente forma: 

( ) ( ) .,,, ππππ ππ planodelcualquierapuntounPsiendoPdd ′=′  

Pπ  podemos obtenerlo para x = y = 0, en la ecuación del plano π, luego: 4 x – 12 = 0   →   z = 3   → 
   →   Pπ  ( 0 , 0 , 3 ) 
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Finalmente, las ecuaciones de los planos pedidos son: 

029512423:029512423: 21 =−−++∧=+−++ zyxzyx ππ  
 
 

b) Los tres puntos A, B y C, intersección del plano π con cada uno de los tres ejes coordenados. 
A, corte del plano π  con eje X 
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B, corte del plano π  con eje Y 
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C, corte del plano π  con eje Z 
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c) Los tres ángulos del triángulo ABC. 
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