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Presentacion

Al elaborar este libro de Fisica hemos tenido presente que los alumnos y alumnas a los que
va destinado se encuentran en el umbral de la universidad y de los Ciclos Formativos de Grado
Superior; por ello, hemos procurado que el desarrollo de los contenidos se ajuste a la metodo-
logia adecuada, con el fin de que los estudiantes de segundo curso de Bachillerato afronten los
estudios superiores con una base sélida y bien cimentada. En definitiva, se trata de introducir
al estudiante en el ambito de la Fisica superior mediante la adquisicion de habilidades para el
analisis y la interpretacion de los fenémenos fisicos con la precision y rigor adecuados, siguien-
do los criterios de la nueva ley educativa.

Se ha intentado que la lectura de este libro de texto sea atractiva. Se profundiza progresiva-
mente en los conceptos, procurando que el alumnado descubra por si mismo la necesidad de
cada paso, una vez asimilado el anterior.

En el libro se incluye un elevado nuimero de ejercicios practicos en forma de:

e Ejemplos de actividades resueltas. Se encuentran después de desarrollar un concepto
importante, con el fin de fijar las ideas que se han estudiado y que sirven, ademas, como
modelo para la posterior resolucion de problemas.

¢ Actividades propuestas. Constituyen una extensa coleccion de problemas que abarca to-
dos los conceptos estudiados. Muchas han sido propuestas en las Pruebas de Acceso a la
Universidad y aparecen sefaladas con el icono “T7. Son un material muy apreciable como
elemento de trabajo en la clase y de esfuerzo personal del alumno. Todos los ejercicios
llevan su solucion.

A lo largo del texto se hacen referencias al margen sobre cuestiones de interés y aspectos
que no se deben olvidar.

Los contenidos se han estructurado en cinco bloques tematicos, desarrollados en trece uni-
dades didacticas: Bloque |. La actividad cientifica (Unidad 1); Bloque II. Interaccion gravitato-
ria (Unidades 2, 3 y 4); Bloque lll. Interaccion electromagnética (Unidades 5, 6 y 7); Bloque
IV. Ondas y Optica (Unidades 8, 9y 10); Bloque V. Fisica del siglo xx (Unidades 11, 12 y 13).

Al final de cada unidad se incluyen lecturas sobre aspectos relevantes de la vida cotidiana
relacionados con el estudio de la unidad; ejercicios propuestos, indicando los de mayor difi-
cultad y un apartado resumen de los conceptos béasicos que se han desarrollado. Para cada
bloque se ha creado la seccidn «Trabaja como un cientifico», que propone tareas con las que
los alumnos pueden trabajar las competencias y que les ayudan a alcanzar los estandares
de aprendizaje.

Al término de cada bloque se proponen un buen nimero de ejercicios seleccionados de
pruebas reales de acceso a la universidad para que sirvan de preparacion mas especifica al
alumno que se vaya a presentar a dichas pruebas.

Al final del libro se incluyen varios anexos con datos de interés.

Deseamos mostrar nuestro agradecimiento a los profesores que nos han trasladado sus
sugerencias o han optado por este texto, asi como a todos los profesionales de McGraw-Hill/
Interamericana de Espana que han hecho posible la realizacion de este libro.

Los autores



COMO SE UTILIZA ESTE LIBRO

|:| Portada

La portada incluye un
indice, un texto intro-
ductorio y una imagen
motivante relacionada
con el contenido de la
unidad.

[] Ejemplos
resueltos y
Actividades

Los ejemplos resuel-
tos permiten afianzar
conocimientos  espe-
cialmente complejos,
generalmente con de-
sarrollos matematicos.

También se incluyen
numerosas actividades
propuestas.

|:| Lectura

En las paginas finales en-
contrards una lectura divul-
gativa relacionada con lo
estudiado en la unidad.

|:| Cuestiones basicas

La ultima péagina de cada
unidad es un resumen con
las principales definiciones
y férmulas aprendidas en
la unidad.

E - |:| Contenidos

do propagacian

El presente libro reco-
ge todos los conteni-
dos actualizados de la
LOMCE.

La organizacion de los
contenidos y el uso
didactico de figuras,
ilustraciones y graficas
permite un aprendizaje
progresivo.

] Trabaja como un cientifico

Una seccion muy practica y competencial, que permite tra-
bajar las habilidades del alumno y refuerza lo aprendido.

Problemas propuestos.

|:| Problemas propuestos y Actividades
resueltas y propuestas

Los problemas propuestos estéan clasificados segun
su tematica. Al final de cada bloque se ofrece una se-
rie de actividades resueltas y propuestas. Mediante el
simbolo T se indican los ejercicios que han formado
parte de pruebas de final de etapa en anos anteriores.
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FUERZAS CENTRALES.
COMPROBACION DE LA SEGUNDA LEY DE KEPLER

Fuerza central.

Momento de torsién de una fuerza respecto de un
punto.

Momento angular de una particula.

Relacion entre el momento de torsiéon y el momento
angular.

Momento angular y movimiento planetario. Segunda
ley de Kepler.

En esta unidad vamos a comprobar que la segunda ley
de Kepler es una consecuencia de la conservacién del
momento angular de una particula cuando estd sometida
a una fuerza central.

Estudiaremos los conceptos de fuerza central, momento
angular y momento de una fuerza respecto de un punto
para deducir la ley de las éreas de Kepler. Aunque no sea
objeto de estudio en esta unidad, sino en la Unidad 2, las
consecuencias de esta ley son muy importantes.

Gracias a los principios de conservacion que se rigen
mediante las fuerzas centrales, podemos construir giros-
copios, que son aparatos capaces de controlar la posicion
de los aviones, las naves espaciales y los misiles, antes de
la existencia del GPS.
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1. Fuerza central

Considera un planeta de masa m que se mueve alrededor del Sol en una drbita eliptica
(Fig. 3.1). La fuerza gravitatoria que actla sobre el planeta siempre se encuentra dirigi-
da hacia el Sol, y su médulo depende solamente de la distancia r. Por tanto, se trata de
una fuerza conservativa y se dice que es una fuerza central porque su recta de direccién
pasa por un mismo punto, cualquiera que sea la posicion de la particula sobre la que esta
actuando.

Se pueden citar como ejemplos de fuerza central:

e La fuerza recuperadora del m.a.s.; cualquiera que sea la posicion de la particula que vibra,
la fuerza elastica siempre esta dirigida hacia el punto O (Fig. 3.2).

e |a fuerza de atraccién que ejerce el Sol sobre la Tierra en su movimiento de traslacion.
En general, la fuerza gravitatoria es una fuerza central. Por tanto, el peso de los cuerpos,
al ser gravitatoria la atraccion de la Tierra sobre los cuerpos, es otro ejemplo de fuerza
central.

® La fuerza que ejerce sobre el electrdn el nicleo del atomo de hidrégeno. En general, la
fuerza electrostatica de Coulomb es una fuerza central.

¢ la fuerza centripeta y la centrifuga, pero solamente en una circunferencia (Fig. 3.3).

El caso que mas nos interesa es el sistema formado por varias particulas que interaccionan con
una fuerza de tipo central, donde una de ellas, M, esta fija en el centro de fuerzas, y las otras
se mueven respecto de la primera bajo la accion de la fuerza central. Es el caso del sistema
solar.

2. Momento de torsion de una fuerza
respecto de un punto

Cuando se ejerce una fuerza sobre un cuerpo rigido que puede girar alrededor de algin eje, el
cuerpo tendera a realizar dicha rotacion, siempre que dicha fuerza no se dirija o provenga de
dicho eje.

La capacidad de una fuerza para hacer girar a un cuerpo alrededor de algin eje se mide me-
diante una magnitud conocida con el nombre de momento de torsion de la fuerza, o simple-
mente momento de una fuerza (Fig. 3.4). Si sobre un mismo sélido actdan simultanemaente
varias fuerzas, que le hacen girar alrededor de un eje, el momento total es igual a la suma
vectorial de los momentos de cada una de las fuerzas. El sentido del giro que toma el cuerpo
dependera del momento resultante.

2.1. ¢(De qué depende el momento de una fuerza?

Observa la Figura 3.5 de la pagina siguiente: se trata de girar una tuerca alrededor del eje Ox.
Para ello, aplicamos una fuerza F en el extremo de la llave inglesa formando un angulo ¢ con
el eje Oy. Como puedes observar, solamente la componente F, tiene la capacidad de realizar el
giro. En cambio, la fuerza F, tiene momento nulo.

La diferencia entre ambas fuerzas esta en su distancia al punto 0; F, dista r, mientras que la
distancia entre F, y el origen O es nula.

El momento de F, viene dado por la expresion:

M=F,r

Fig. 3.1. La fuerza que actta sobre un
planeta esta dirigida siempre hacia el
Sol.

m F 0 m
—0—— - O—

™

Fig. 3.2. Una particula que vibra estd
sometida a una fuerza central.

Fig. 3.3. Las fuerzas centripeta y
centrifuga en una circunferencia son
fuerzas centrales. La direccién de
ambas pasa por el centro de curvatura
instantaneo, que en este caso es fijo.

Fig. 3.4. La capacidad de la fuerza F para
hacer girar la llave se mide mediante una
magnitud conocida con el nombre de
momento de la fuerza.
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iz Pero de la Figura 3.5 se deduce que:
F,=Fsen ¢
Luego el momento en funcién de la fuerza aplicada sera:

M=Frsenb=Fd

¢ La cantidad d =rsen ¢, conocida como brazo de la fuerza (o brazo de palanca), representa
la distancia (longitud de la perpendicular) desde el centro de rotacién hasta la linea de
direccion de la fuerza.

) e El modulo del momento de una fuerza es igual al producto del valor de la fuerza por su brazo
Fig. 3.5. Brazo de palanca. de palanca. Observa como la componente F, = F cos ¢ pasa por 0 y no produce rotacién
porque su brazo es nulo.

e El momento de una fuerza solamente esta definido cuando se especifica un punto de refe-
rencia respecto del cual se halla el brazo de palanca.

e A partir de la definicion de momento de torsién se ve como la capacidad de giro aumenta
conforme se incrementa la fuerza, F, y también conforme aumenta su brazo de palanca, d.

[ momento de una fuerza se define generalmente como el producto vectorial de los vectores

E -
ryF

| Importante — o
La distancia entre un punto y una

recta se mide sobre la perpendicular 5 L L S
a la recta trazada desde el punto. donde r'es el vector de posicion respecto de 0 del punto de aplicacién de la fuerza F.

EL momento M es un vector cuya direccién es perpendicular al plano definido por r'y F. EL
sentido viene determinado por el giro que debe darse al vector r para hacerlo coincidir con la
direccién y sentido de F, por el camino mas corto (Fig. 3.6).

Si mirando hacia el papel (pantalla...) el sentido de giro es contrario al de las agujas del re-
loj, también llamado norte ((\)), el momento viene hacia nosotros desde ese plano, igual
que harfa un tornillo o el pulgar de una mano derecha. El momento apuntara hacia dentro del
plano si el giro se hace en el mismo sentido que el de las agujas del reloj, también llamado

sur (SS).

Para hallar el sentido del vector momento también se utilizan las reglas del producto vecto-
rial de dos vectores cualesquiera, conocidas como regla del tornillo y regla de la mano dere-
cha (Fig. 3.7). Si un tornillo se coloca perpendicularmente al plano definido por los vecto-
res ay b en el punto 0y se hace girar de forma que tienda a llevar el primer factor (@) so-
bre el sequndo (b) describiendo el menor angulo, entonces el avance del tornillo coincide
con el sentido del vector . Segln la regla del tornillo, el producto vectorial no es con-
mutativo —puesto que si @ x b =¢, b x d = -¢—, sino que es anticonmutativo —ya que
adxb=-bxada—.

g

geoeececeacee

g)
it )
g <o
O r <o

<o

16} <

- bt
RS s f

Fig. 3.6. El vector Mes perpendicular al plano definido por 7 y F. Fig. 3.7. Reglas del tornillg yde 13 mano derecha para el producto
vectorial de dos vectores: @ x b=c.
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2.2. Momento de torsion de una fuerza central

Supongamos que una fuerza central de médulo F actda sobre un planeta m (Fig. 3.8) que gira
en torno al Sol. Si tomamos la posicion de este como referencia, el momento de torsién que
actlia sobre este planeta debido a esta fuerza central es siempre cero, ya que cualquiera
que sea la posicion del planeta, la fuerza F sera paralela o antiparalela a 7. Es decir:

M=Frsendb=0

Fijate que la fuerza pasa siempre por el punto respecto del cual se toma el momento. Por tanto,
& =0° (o I =180° para toda F central). El brazo de palanca es siempre cero.

Ejemplo 1 T

El péndulo de la Figura 3.9 puede oscilar alrededor del punto 0. Calcula el momento,
respecto del punto 0, de la fuerza que hace oscilar el péndulo en funcion del angulo
que forma el hilo con la vertical. ;En qué posicién del péndulo dicho momento es
nulo? ;Respecto de qué punto el peso del péndulo tendria momento nulo?

Solucion

La fuerza que actda sobre el péndulo es el peso de la masa que
oscila. Habra movimiento de oscilacién cuando inicialmente el mo-
mento de esta fuerza no sea nulo. Segin la Figura 3.9, el brazo de
m g, respecto de 0, es:

d =/ sen «, donde ¢ es la longitud del péndulo.

Por tanto, el moédulo del momento de torsién que hace oscilar el
péndulo es:

M=mg/ sena

Este momento sera nulo cuando sen o = 0. Esta condicion se cum-
ple cuando el péndulo se encuentra en la posicion A.

El peso del péndulo es una fuerza central respecto del centro de la
Tierra. Por tanto, respecto de este punto, el peso tendria momento
nulo.

Fig. 3.8. El momento de torsién de una
fuerza central respecto del centro de
fuerzas es siempre cero.

Z/ Actividades

qué? Calcula el momento de torsion de las fuerzas indicadas
respecto de la mano 0 de la persona.

Fig. 3.10. Fig. 3.11.

1> La masa m de la Figura 3.10 describe una trayectoria 2> Dibuja el vector momento de la fuerza representada en la
circular situada en un plano horizontal. ;Cuantas fuerzas Figura 3.11. El giro que produce F, ;tiene coordenada posi-
actdan sobre m? ;Alguna de estas fuerzas es central? ;Por tiva o negativa? Explica por qué.
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Recuerda

. Tanto el valor como la direccién
de L dependen del punto respec-
to del cual se toma el momento.
En cualquier circunstancia en
que aparezca el momento angu-
lar, debe estar clara la posicién
del punto utilizado para calcu-
larlo.

. El momento angular es un vector
perpendicular al plano definido
por 7 y v (en la Fig. 3.13 este
plano es el Oxy). El sentido viene
dado por las reglas del producto
vectorial.

. Un caso importante es el movi-
miento circular. En este caso,
y tomando como referencia el
centro de la circunferencia, 7'y v
son perpendiculares entre si
(Fig. 3.14), el momento angular
es maximo y vale:

Ly=mrvsen90°=mrv=
=mro=Io

Donde I = m r? recibe el nombre
de momento de inercia de la
particula respecto de 0.

3. Momento angular de una particula

En cursos anteriores te has familiarizado con el momento lineal o cantidad de movimiento de
una particula. Recuerda que se define como el producto de su masa por la velocidad instanta-
nea que posee: p=m V.

Esta magnitud determina la interaccién con otras particulas. Si una particula esta aislada, lo
que ocurre cuando no experimenta ninguna interaccién, su momento lineal permanece cons-
tante.

Si el momento lineal es importante para definir el estado dindmico de una particula, también
es importante otra magnitud conocida con el nombre de momento angular, semejante a la
anterior, para describir el movimiento circular.

Antes hemos definido el momento de una fuerza respecto de un punto. Pero dicha definicion
no es exclusiva de las fuerzas. Se puede hallar el momento respecto de un punto de cualquier
vector.

En la Figura 3.12 se representa una particula de masa m que se mueve describiendo una curva
con una velocidad v. Poseera, por tanto, una cantidad de movimiento p'= m v.

Al momento respecto del punto 0 del vector p'se le conoce con el nombre de momento angu-
lar de la particula m y se representa por la letra L:

(0)

Fig. 3.12. Momento respecto de un punto de la
cantidad de movimiento.

Fig. 3.13. Momento angular de un planeta
respecto del Sol.

3.1. Momento angular de un sistema

EL momento angular de un sistema de particulas se obtiene sumando los momentos angulares
de todas y cada una de las particulas que componen el sistema.

Por ejemplo, cuando un sélido rigido tiene movimiento de rotacion
alrededor de un eje, cada una de sus particulas describe un movimien-
to circular. EL momento angular del sélido respecto del eje de rota-
cion sera la suma de los momentos
angulares de todas sus particu-
las (Fig. 3.15).

L=mrtw+mrfow+

+myrfw+ ... =

=o(mriE+mri+..)=I1o,

siendo I=my rE+m, r} +myri+

+ ..., el momento de inercia del sis-
tema de particulas que forman el
s6lido rigido.

Fig. 3.14. En el movimiento
circular el momento angular es
constante y toma el valor maximo.

Fig. 3.15. Momento
angular de un sistema
de particulas.
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El momento de inercia representa en el movimiento de rotacién el mismo papel que la masa
inerte en el movimiento de traslacion: mide la inercia o resistencia que ofrece el sélido a cam-
biar su velocidad de giro (velocidad angular) cuando sobre él se aplica un momento de torsién
de una fuerza.

El momento de inercia de un sélido respecto de un eje es una magnitud que indica coémo esta
distribuida la masa del sélido respecto de ese eje. Al no encontrarse cada particula del cuerpo
a la distancia R del eje (y dado que R es el valor maximo de esa posible distancia), el momento
de inercia de un cuerpo serd I = a m R?, donde a es un nGmero, con valor entre 0 y 1, que
representa lo «lejos» del eje de rotacion que se encuentra la mayoria de la masa del objeto.
En un anillo, y con respecto a su eje central, a vale 1, ya que toda la masa se encuentra a la
distancia R.

EL momento de inercia de una esfera homogénea y maciza cuando gira alrededor de un diame-
tro es:

I= 2 M R?
5
Donde My R son, respectivamente, la masa y el radio de la esfera.

3.2. Momento angular terrestre

La Tierra posee dos momentos angulares debido a los dos movimientos que realiza.

1. Momento angular orbital, respecto del Sol, correspondiente a su movimiento circular,
considerada la Tierra como una particula:

Lo=rMV0=Mr2(l)0
donde r es el radio de la drbita y w, la velocidad angular orbital.
2 2 2

m™
Wg=——= = rad/s
1afio 365,25-86400 3,15-10’

2

[o=6-10%kg - (1,5-10" m)2. — =
0 g-( ) 3,15 - 107

= 2,7 - 100 kgm?/s

2. Momento angular intrinseco, correspondiente a su movimiento de rotacién en torno a su
eje, considerada la Tierra como un sélido.

l.=Tw
siendo w la velocidad angular de rotacion.

2 2T
= = rad/s
©= g 86400 Y

l.=2.6.10%kg- (6,4 -10° m)?- 27
5 86 400

=7,1-10% kgm?/s

El momento angular total sera:

Li=rMvi+Iw

Momento angular de un electrén

En el caso del atomo, cada electrdn también tiene dos momentos angulares. Uno debido a su
movimiento alrededor del ndcleo: momento orbital (/) y otro intrinseco o spin (s) debido a
su movimiento de rotaciéon. Ambos momentos estan cuantizados. La cuantizacién del primero
depende del radio de la érbita o ndmero cuantico principal. La del sequndo depende del senti-
do de rotacion del electron. La cuantizacién de los momentos angulares del electron se estudia
con mas detalle en la Unidad 12.

Mas datos

Un equipo de cientificos bajo la
direccion de Michael Brown, jefe del
Departamento de Astronomia del
Instituto Tecnoldgico de California,
descubrié en octubre de 2003 el
décimo planeta del sistema solar:
Eris.

Se trata de un planeta compuesto
de roca y hielo, y se encuentra a
mas de 14000 millones de km del
Sol, al que da la vuelta una vez
cada 560 afios.

Su tamafio viene a ser 1,5 veces
mayor que el tamafio de Plutén, y
tiene un diametro aproximado de
3000 km.

Posteriormente, en 2006 y en parte
debido a la aparicién de este objeto,
al reasignarse la categoria de pla-
netas y planetas enanos, dejo de
ser considerado planeta para pasar
a ser el mayor plutoide (planetas
enanos semejantes en tamafio a
Plutén y mas lejanos que Neptuno).
El nuevo objeto recibié provisional-
mente el nombre de 2003 UB313,
hasta que se cambié el nombre por
el de Eris, y es el objeto mas alejado
del sistema solar. Estd situado en
la «ultima frontera», una enorme
region en forma de disco llena de
fragmentos helados de lo que pudo
ser el material de construccién de
los planetas y los cometas actuales.
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Ejemplo 2 T
Un satélite de 1000 kg de masa describe una orbita circular de 1,2 - 10* km de radio
alrededor de la Tierra. Calcula:

a) El médulo del momento lineal y el médulo del momento angular del satélite res-
pecto al centro de la Tierra. ;Cambian las direcciones de estos vectores al cambiar
la posicion del satélite en su orbita?

b) El periodo y la energia mecanica.
Datos: masa de la Tierra M; = 5,98 - 10% kg;

constante de gravitacion G = 6,67 - 107'* N m? kg2,
Solucion

a) Para calcular el momento lineal del satélite hemos de obtener en primer lugar su veloci-
dad orbital. La fuerza centripeta necesaria para que el satélite gire alrededor de la Tierra
la origina la atraccion gravitatoria de esta. Es decir, se cumple: F; = F..

MM Mot V2 \/ \/6 ,67 - 101N m2 kg2 - 5,98 - 1
r§ - 10°m

24
0 _ 5765 m/s

El médulo del momento lineal sera:

|p|=m|v]|=1000kg - 5765 m/s = 5,765 - 10° kg - m/s.

Al tratarse de un movimiento circular, los vectores r' y v son perpendiculares.

Por lo tanto, el madulo del vector momento angular sera:
|L|=|r|x|p|sen90°=12 - 105m - 5,765 - 10°kg - m/s = 6,92 - 10 kg - m?/s.

Los vectores p y v tienen siempre la misma direccion y sentido. Por tanto, si la direccion
de v cambia, como ocurre en el movimiento circular, la direccion de p también cambiara,
pero siempre en el mismo plano. El vector L permanece constante, porque el satélite se
mueve bajo la accién de una fuerza central.

b) El periodo o tiempo empleado en dar una vuelta sobre la 6rbita es por definicion:
2wl 2-314-12-10°m

T= = =1,31- 10*s
v 5765 m/s

1 GMm 1 / 2 GMm GMm
Em=EC+Ep=—mv2+(— )=—m( —GM)— =- =-1,66 - 10 ]
2 ro 2 I Iy 2n,

Z/ Actividades

3> ;Cuanto vale el momento de torsion de una fuerza si los vectores r'y F son paralelos?
“T1;C6mo deben serr'y F para que el momento de torsion sea maximo?

4> Una particula se mueve en el eje 0X por la accion de una fuerza constante que se aleja
del origen de coordenadas. ;Como varia con el tiempo el momento angular de la parti-
cula con respecto a dicho punto?

5> Una particula con velocidad constante tiene momento angular nulo respecto de un
punto. ;Qué se deduce de esto?

6> Un automévil de 1500 kg se mueve en una pista circular de 50 m de radio con una velo-
cidad de 145 km/h. Calcula el momento angular del automdvil respecto del centro de la
pista.

S:L=3.10°%kg m?s™, con direccién perpendicular al plano de la pista.
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4. Relacion entre el momento de torsion
y el momento angular

Hemos obtenido la expresion [=7x p para el momento angular de una particula, y M=FxF
para el momento de una fuerza.
Si derivamos la primera ecuacion respecto al tiempo tenemos:

d. _d Fxp) =7 dp dr -

Xd_t+d_t><p

dt dt

. . dp _d
ELt ——=—
érmino Tl (mv

gunda ley de Newton.

=

EL término (i_rt es la velocidad instantanea.

es el valor de la fuerza, como nos indica la se-

)
Il
3
Il
3
Q)
Il
my

N

Por tanto, el producto % Xp=vxmv=0,ya que los vectores v y m v son paralelos.

Teniendo en cuenta estos resultados, la derivada del momento angular tomaria la forma:

df — = TR
—=rxF=M
dt

El momento de la fuerza con respecto a un punto P (o a un eje) que actiia sobre una
particula es igual a la variacién que experimenta con el tiempo el momento angular de
esa particula con respecto a ese mismo punto o eje:

Sodl

M=

4.1. Conservacion del momento angular

De la expresion anterior se deduce una consecuencia importante: si no actia ningin momento
de torsién sobre una particula, el momento angular de esa particula permanece constante.

.

Es decir, siM=0 = :Jj—Lt=0 — [ =cte. = Iw = cte.

Esto significa que si un sistema evoluciona de tal forma que el momento de las fuerzas exterio-
res es cero, el momento de inercia inicial por su velocidad angular inicial es igual al momento
de inercia final por su velocidad angular final:

Lo, = Lw,

] Importante

-

La ley de conservacién del momen-
to angular es una ley fundamental
de la Fisica que tiene el mismo nivel
de importancia que la ley de con-
servacion del momento lineal o que
la ley de conservacién de la energia.

Z/ Actividades

7> Un satélite artificial de 100 kg de masa describe una o6rbita circular a una altura de
‘T1655 km. Calcula el modulo del momento angular del satélite respecto al centro de la
Tierra.

Datos: Ry=6,37 - 10° m; M;=5,98 - 10** kg; G = 6,67 - 10" N m? kg™.
S:L=5,3-10"m?kg s

8> La masa de la Luna es 7,35 - 10% kg y la distancia del centro de la Tierra al centro de la
Luna 3,84 - 108 m. Calcula el momento angular de la Luna respecto a la Tierra. Dato:
la Luna tarda 27,32 dias en dar una vuelta alrededor de la Tierra.

S:L=2,88 - 10%* kgm?/s.

Mas datos

Casos en los que el momento de las

fuerzas exteriores es cero:

a) Cuando en el sistema solamente
actian fuerzas internas, como
explosiones, acoplamiento de un
cuerpo con otro, etc.

b) Cuando la direccion de la fuerza
externa coincide con el vector
de posicion. Esto ocurre con las
fuerzas centrales.

¢) Cuando las fuerzas exteriores
estan aplicadas en el eje de
giro.
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Recuerda

El principio de la conservacién del

momento angular es valido tanto en

la Fisica cuantica como en la Fisica
del cosmos y en la Fisica clasica.

e La cuantizacion del momento
angular de las particulas atomi-
cas desempeiia un papel funda-
mental en la descripcién de los
sistemas atémicos y nucleares.

® la conservacién del momento
angular es clave en el desarro-
llo de las teorias sobre el origen
del sistema solar y sobre la con-
traccion de las estrellas gigantes
(como se indica en la pagina 68).
El momento angular también ex-
plica el movimiento de los astros
y resuelve muchos otros proble-
mas de Astronomia.

® Los acrobatas, los saltadores de
trampolin, los patinadores sobre
hielo, etc., utilizan el principio
de la conservacién del momen-
to angular. Cuando un patinador
quiere aumentar su velocidad
angular encoge su cuerpo al
maximo para que su momento
de inercia sea minimo. En cam-
bio, cuando quiere disminuir su
velocidad extiende los brazos
para que el momento de inercia
sea mayor. Un gato se las arre-
gla para caer siempre sobre sus
patas usando el mismo principio.

4.2. Ecuacion fundamental de la dinamica
del movimiento de rotacion

-

La expresion M= i—i recibe el nombre de ecuacion fundamental de la dinamica de rotacion,

que aplicada a un sélido rigido se puede expresar en funcién de la aceleracién angular:
yodl_dUe) _ dd o

M=-— =22 =1
dt ~ dt dt
Observa la semejanza de esta expresion con la ley fundamental de la dindmica de traslacion:
> dp d N dv N
f=—=—(mv)=m—=ma
dt dt (mv) dt

El paralelismo entre el movimiento de rotacion y el movimiento de traslacion queda reflejado
en la Tabla 3.1.

Espacio s (en m) ¢ (en rad) s=wR
Momento de inercia )
Masa Inerte m (kq) (kg m?) I=amR
. . S P
Velocidad media v= ? (m/s) W= n (rad/s) v=wR
i ds d
Veloc1da}d v _— Ve R
instantanea dt dt
Vi-V, YRy
Aceleracién media a= % (m/s?) a=—2 " 0 a=aR
Aceleracion dv dw
; 5 a=— o=— a=aR
instantinea dt dt
Momento Linealp=mv AngularL=13 L=7xp
Ecuacién ﬁ=d_P=m(7 1‘7=£=I(Y WerxE
fundamental t dt
ST 1 1,
Energia cinética E= > my E= EI ®

Ecuaciones

1
sS=vt+—at
del movimiento 2

1
@=wot+—at?
2
VF -vi=2as 0 —0f =2a¢

Tabla 3.1. Relacion entre las magnitudes de rotacién y traslacion.

Z/ Actividades

9> Define los conceptos de momento lineal y momento angu-

‘Tllar referidos a un cuerpo de masa m que se mueve con una
velocidad v. ¢Qué relacién matematica les une? Razona cual
de las siguientes afirmaciones es falsa:

a) El momento angular es nulo si el momento lineal tam-

bién lo es.

b) EL momento lineal es nulo siempre que lo sea el

momento angular.

10> Un planeta sigue una orbita eliptica alrededor de una estre-

‘Ol lla, cuando pasa por el periastro P, punto de su trayectoria
mas proximo a la estrella, y por el apoastro A, punto mas
alejado, explica y justifica las siguientes afirmaciones:

a) Sumomento angular es igual en ambos puntos y su cele-
ridad es diferente.

b) Su energia mecanica es igual en ambos puntos.
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5. Momento angular y movimiento planetario.
Segunda ley de Kepler

Todos los planetas y satélites se mueven bajo fuerzas centrales y, por tanto, su momento
angular permanece constante. Una consecuencia de que el momento angular de un planeta
permanezca constante es la ley de las areas de Kepler.

Para deducir la ley de las areas nos basamos en la siguiente propiedad: toda particula que se
mueve bajo la accién de una fuerza central tiene momento angular constante.

Efectivamente, ya hemos visto que el momento de la fuerza central respecto del centro de
fuerzas es siempre nulo. También sabemos que:
oodl
M=—
dt
Por tanto, si M= 0, se deduce que [ = cte. Esto implica que el momento angular ha de per-

manecer constante en médulo, constante en direccién y constante en sentido, de donde se
deducen las siguientes consecuencias:

1. Por ser constante la direccion del momento angular, el movimiento de la particula
tiene lugar en un plano.

En efecto s1 se tiene en cuenta que L , ,por definicion, es perpend1cular al plano defini-
do por r'y v, para que la direccién de [ no varie los vectores 7 y v han de estar siempre
en el mismo plano (Fig. 3.16). Las cdnicas son curvas que cumplen esta condicion.

2. Si [ mantiene constante su sentido, la particula recorrera la trayectoria siempre en
el mismo sentido, como se deduce de la regla del tornillo, que nos da el sentido del
producto vectorial L=FxmV.

3. Si el médulo de L permanece constante, se cumple la segunda ley de Kepler: las areas
barridas por el vector que une el centro de fuerzas con la particula son proporcionales
a los tiempos empleados en barrerlas.

En efecto, supongamos que un planeta tarda un tiempo dt en pasar de M hasta M" (Fig. 3.17).
EL vector de posicion r ha barrido en ese tiempo un area dA. Esta area es la mitad del area
|F" x dr’| del paralelogramo formado por los vectores r'y dr.

Teniendo en cuenta que |L| = | x m V| = | x V| m, se deduce:

2 m it 2 m

Si L es constante, se deduce que LGl también lo es. El término LGl recibe el nombre de velo-
cidad areolar. dt dt

La ley de las areas también se puede enunciar diciendo que toda particula que se mueva
bajo una fuerza central lo hace con una velocidad areolar constante.

a ley de las areas es aplicable a cualquier fuerza central, aunque no fuera proporcional al
1
inverso del cuadrado de la distancia. Si la fuerza central varia con = gL , entonces se puede de-

mostrar que las 6rbitas descritas son elipses.

Fig. 3.16. Una particula sometida a
una fuerza central tiene una trayectoria
plana.

[t

Fig. 3.17. Cuando un planeta pasa de
M a M, el vector de posicién barre el area
dA.
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Fig. 3.18. Posiciones de perihelio y
afelio de un planeta.

Recuerda

Cuando una particula se encuentra
sometida a la accién de una fuerza
central, esta particula se mueve
siempre en el mismo sentido, con
una trayectoria plana y con veloci-
dad areolar constante.

En el caso de que un planeta se mueva en una 6rbita eliptica alrededor del Sol, las posiciones
mas cercana y mas alejada del planeta respecto del Sol se conocen como perihelio y afelio,
respectivamente (Fig. 3.18).

De la ley de las areas se deduce una consecuencia importante: un planeta que gira alre-
dedor del Sol va mas deprisa en perihelio que cuando se encuentra en afelio.

Como puedes ver en la Figura 3.19, si un planeta tarda el mismo tiempo en pasar de P, a P,
(afelio) que en pasar de P; a P, (perihelio), segln la ley de las areas se debe cumplir que
Al = Ag.

Planeta
% i
afelio
Va
sol -90
A, "
v, perihelio
Fig. 3.19. Segin la ley de las éreas, la Fig. 3.20. En el perihelio y en el afelio,
velocidad de un planeta es mayor cuanto el vector de posicion es perpendicular al
mas préximo al Sol se encuentra. vector velocidad.

Observando los triangulos mixtilineos, vemos que se cumple:

1 1
A1=—S]r]=— Vltrl
2 2
= V1r1=V2r2

1 1
Ab==SrnL==— v,tr
2 222 22 2

como ry > r,, se deduce que v; < v,.

Por tanto, a medida que un planeta describe su érbita en torno al Sol, su velocidad aumenta
conforme se aproxima a este, alcanzando su valor maximo en la posicion de perihelio, y dismi-
nuye a medida que se aleja hasta alcanzar la minima velocidad en el afelio.

ElL momento angular del planeta es constante en todos los puntos de su trayectoria. En peri-
helio y en afelio, el vector de posicion es perpendicular al vector velocidad (Fig. 3.20). En
estas posiciones se cumple que:

r, mv,sen 90° =r, mv, sen 90°
Es otra manera de obtener la propiedad:
Iy Vy =1, Vg

Como la 6rbita no es perpendicular en todo momento al vector de posicion a lo largo del cual
act(a la fuerza central, se puede concluir que esta fuerza tiene una componente en la direc-
cion de la trayectoria que hace variar el mddulo de la velocidad.

7 Actividades

11> Un planeta describe una o6rbita eliptica alrededor del Sol. En perihelio dista del Sol
T 4,4 - 10 m y en afelio se encuentra a 7,4 - 10" m. Calcula la excentricidad de la
orbita.

S:e=0,25.
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Equinoccio de primavera
(21 de marzo)

Solsticio
de verano

SOL

_“Solsticio
" de invierno
(22 de diciembre)

Equinoccio de otofio
(21 de septiembre)

Fig. 3.21. El eje de rotacion de la Tierra mantiene su orientaciéon porque el momento angular de la Tierra
es constante.

Ejemplo 3 T

Un planeta imaginario se mueve en una drbita eliptica de mucha excentricidad alrede-
dor del Sol (Fig. 3.22). Cuando esta en perihelio su radio vector es r, = 4,0 - 10’ km,
y cuando esta en afelio, r, = 15 - 107 km. Si la velocidad en perihelio es 1000 km/s,
calcula:

a) La velocidad en la posicion de afelio.

b) La velocidad areolar del planeta. Vs
¢) El semieje mayor de la orbita. - \b
. L
Solucién Lo S e
a .-
a) Como el planeta estd sometido a una fuerza central ejer- "% _
cida por el Sol, el momento angular del planeta ha de ser AV

constante. En las posiciones a y b, la velocidad es perpen-
dicular a r. Por tanto, el mdédulo del momento angular en
dichas posiciones es:

L,=r, mv,sen 90°

} IaVa=1TpVp
L, =r, mv,sen 90°

De donde se deduce que:
Fa Vo _ 4107 km - 10° km/s
Iy 15 - 107 km

Es decir, se cumple la consecuencia de la ley de las areas, segin la cual el planeta que
gira alrededor del Sol va mas deprisa cuando se encuentra en perihelio que en afelio.

Vy = =2,7-10%km/s

b) La velocidad areolar es:

I 3 L4107
dA _|L] _ 10°km/s -4 - 107 km _ 210" km?/s
dt 2m 2

¢) El semieje mayor de la elipse es la semisuma de r, y rp:

. 107 . 107
a=ra-;rb=4 10 km+215 10 km=9,5.107km

Mas datos

Cuando el momento angular de un
cuerpo permanece constante, el eje
de rotacién del cuerpo no cambiara
su orientacién a menos que actie
un momento de torsiéon que lo alte-
re. Este hecho es de gran importan-
cia para el movimiento de la Tierra
alrededor del Sol. La Tierra no expe-
rimenta un momento significativo
de torsion, ya que la fuerza prin-
cipal que actia sobre ella, la atrac-
cién del Sol, es central. Por tanto,
la direccion del eje de rotacion de la
Tierra permanece fijo respecto del
Universo. Este comportamiento se
pone de manifiesto en la Figu-
ra 3.21 de la pagina siguiente.
Aunque la trayectoria de la Tierra
es aproximadamente circular, el eje
de rotacion de la Tierra no es per-
pendicular al plano definido por su
oOrbita, sino que forma un angulo
fijo con el plano. Debido a la con-
servaci6on del momento angular
mantiene esta orientacion al girar
alrededor del Sol.

Debido a esto, el Polo Norte de la
Tierra se encuentra en un continuo
dia durante el verano y en la oscu-
ridad en el invierno. En el Polo Sur
ocurre lo contrario (Fig. 3.21).
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Ejemplo 4 T1

Pluton describe una orbita eliptica alrededor del Sol. Indica, para cada una de las siguientes magnitudes, si
su valor es mayor, menor o igual en el afelio comparado con el perihelio:

a) Momento angular respecto de la posicion del Sol.

b) Momento lineal.
¢) Energia potencial.

d) Energia mecanica.

Solucion

a) ELSoly Pluton estan ligados por una fuerza central y por tanto conservativa, de forma que se cumple la ley de con-
servacion del momento angular. De este modo, el momento angular L permanece constante en afelio y perihelio.

b) Segln la ley de Kepler de las areas, r v = constante, por tanto, la velocidad lineal en el perihelio es mayor que en
el afelio (por ser el radio menor r, <r, ), el momento lineal es: p= m v, y la velocidad es mayor en el perihelio

que en el afelio.

¢) La energia potencial en un punto es £, = —GM%. Asi, en el perihelio es menor que en el afelio, al ser £, negativa

yrI,<r.

d) La energia mecanica se mantiene constante al tratarse de una fuerza conservativa.

Mas datos

El cometa Halley tuvo su tltima
apariciéon periddica en 1986. Esta
vez la expectacion cientifica con
que fue recibido contrasta con el
miedo supersticioso que acompaiid
sus anteriores visitas.

De hecho, la aparicién de un gran
cometa, siempre con las mismas
caracteristicas, estuvo relacionada
con hechos ocurridos por la misma
época (asesinato de Julio César,
invasion de los hunos, muerte de
Ludovico Pio en triste guerra contra
sus hijos, etc.).

El astronomo inglés E. Halley (1656-
1742) estudi6 las 6rbitas de grandes
cometas aparecidos en los afios
1456, 1531, 1607 y 1682, llegando
a la conclusiéon de que se trataba
del mismo cometa, hoy conocido
con su nombre, que nos visitaba
peri6dicamente cada 76 afios, y
predijo en 1705 su nueva aparicion
para 1769 (no pudo verla por haber
muerto antes).

Hasta el presente se consideran
31 apariciones del cometa Halley
rigurosamente comprobadas. La
mas antigua es del afio 240 a.C.,
segin documentos chinos.

Kepler, en 1607, fue el primero en
calcular su orbita eliptica, muy
excéntrica (0,957).

Ejemplo 5 T

El cometa Halley se mueve en una érbita eliptica alrededor del Sol. En el perihelio el
cometa estd a 8,75 - 107 km del Sol, y en el afelio esta a 5,26 - 10° km del Sol.

a) ¢En cual de los dos puntos tiene el cometa mayor velocidad? ;Y mayor aceleracion?

b) ¢En qué punto tiene mayor energia potencial? ;Y mayor energia mecanica?

Solucion

a)

b)

El momento angular se conserva, ya que el cometa estd sometido a una fuerza central.
Por tanto, se verifica que: r, x m v, = r, x m v,.

En el perihelio y en el afelio los vectores de posicion y velocidad son perpendiculares
entre si, por lo que se cumple que r, v, = r, V,.

Si r, > r, se ha de cumplir que v, < v,.

En las posiciones de perihelio y de afelio solamente existe la aceleracién centripeta o
normal:

Por tanto, se cumple que a, > a,.

Energia potencial en el perihelio y en el afelio:
E-_ GMm GMm

p I4
rP

E, < E,, al ser m&s negativa en el perihelio que en el afelio.

Debido a que la fuerza que actla sobre el cometa es conservativa, la energia mecénica
se conserva. Es la misma, pues, en el perihelio que en el afelio (ten en cuenta que la
energia cinética en el perihelio es mayor que en el afelio y se compensa la menor energia
potencial).
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Ejemplo 6 T

Se lanza un satélite en una direccion paralela a la superficie de la Tierra
(Fig. 3.23) con una velocidad de 8000 m/s desde una altitud de 500 km. Determina
la velocidad del satélite cuando alcanza su maxima altitud de 4500 km. ;Qué excen-
tricidad tiene la 6rbita que describe? Datos: R; = 6,4 - 10° m.

Solucion

Como el satélite estd sometido a una fuerza central dirigida hacia
el centro de la Tierra, el momento angular del satélite es cons-
tante:

LA=L5;I’Ava=erVB
_ 6900 km - 8000 m/s _ 5064 m/s
Is 10900 km

El centro de la Tierra coincide con uno de los focos de la elipse que
describe el satélite. Por tanto, el semieje mayor sera:

Iy Vv,
V3=AA

Fig. 3.23.

g 4500 km + 12800 km + 500 km

=8,9 - 10° m (véase la Fig. 3.24)

2
_________ € Vak
B @ 1A
v, | -
4500 km 500 km

Fig. 3.24.

La distancia de uno de los focos al centro de la elipse viene dada por:
c=a-FA=8900km - (Rr + 500 km) = 2000 km (Fig. 3.25)

Fig. 3.25.
La excentricidad se define como:

_ ¢ _ 2000 km
8900 km

1 Importante

-

Se denomina excentricidad de
una elipse a la distancia que media
entre el centro de la elipse y uno de
sus focos. Su valor viene dado por

. c
el cociente e = T

1 Importante

-

Al igual que para el Sol se denomi-
na afelio y perihelio, a la posicién
de un satélite mas cercana a la
Tierra se le llama perigeo, vy a la
mas alejada, apogeo.

Z/ Actividades

12> ;Como puedes demostrar que un planeta en una o6rbita cir-
cular se desplaza con un movimiento circular uniforme?

13> ;Hay alg(n instante en que un planeta con érbita eliptica
esté exento de aceleracién?

14> Supon que repentinamente se duplica la atraccion del Sol
sobre la Tierra. ;Qué puedes decir en este caso sobre la
velocidad orbital de la Tierra y sobre la érbita que describe?
:Se modificara el momento angular de la Tierra? ;Cambiara

el plano de su 6rbita? Razona tus respuestas.
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CiencE tec?ologl'a y sociedad

1 efecto Doppler, que veremos

en la Unidad 8, nos indica que

las estrellas también tienen
movimiento de rotacién alrededor
de un eje; porque mediante el espec-
tro se comprueba que un borde del
Sol se aproxima de continuo a no-
sotros, mientras que el otro borde se
aleja constantemente.

La velocidad de rotacién de las estrellas depende de su edad.
Ast, las estrellas més jévenes giran con una velocidad reducida,
mientras que las estrellas proximas a su muerte giran con una
velocidad angular muy elevada. Esta evolucién se debe a la ley
de la conservacion del momento angular.

Las estrellas, al igual que los seres vivos, estdn sometidas a las
leyes evolutivas que suponen un principio, un periodo de activi-
dad, otro de decadencia y un final. Por ello, podemos hablar de
nacimiento y muerte de las estrellas.

Nacimiento de una estrella

Los glébulos galacticos, que no son otra cosa que nubes de gas
y polvo interestelar, adquieren forma esférica con el tiempo, y se
contraen por gravitacion, dando lugar a una elevacién de la tem-
peratura del orden de 2500 °C en la superficie, con emisién de
radiaciones infrarrojas, hasta iniciarse reacciones nucleares en su
interior y alcanzar millones de grados de temperatura en el centro.

La estrella nace cuando la energia que emite se encuentra en el
espectro visible. Se caracteriza por su baja densidad. La edad
de una estrella depende de su color: las estrellas jovenes son de
color rojo y las estrellas viejas son blancas.

En el proceso de formacién de una estrella se conserva el mo-
mento angular L =/ w, ya que la tnica fuerza que ha intervenido
en la contraccién del glébulo galactico es la atraccion gravitato-
ria, que es una fuerza central.

Las estrellas jévenes se caracterizan por su gran tamafio y, por
tanto, un momento de inercia muy grande (al ser proporcional a

El momento angular
y la evolucion
de las estrellas

la masa de la estrella y al cuadrado
del radio), con lo que la velocidad
de rotacién serd muy reducida.

Periodo de actividad
y decadencia

Cuando el hidrégeno se agota en el
nucleo de la estrella y se convierte
en helio, la estrella roja se contrae y se vuelve pulsante median-
te la «combustion» de helio, para lo que requiere en su interior
temperaturas del orden de 200 millones de grados, hasta volverse
azulada y convertirse en una enana blanca, con una temperatura
en superficie de 20000 °C.

Una enana blanca se caracteriza por su pequefio tamafo y su
elevada densidad: puede ser mas pequena que la Tierra, aunque
su densidad es tan grande que un grano de arena tendria la masa
de un rascacielos. En estos casos, al disminuir el tamaifo, el mo-
mento de inercia también disminuye, aumentando drasticamente
la velocidad angular, para que el momento angular no varie.

Todas las estrellas, dependiendo de su masa inicial, acaban con-
virtiéndose en:

* Enanas: estrellas cuya masa es del orden del Sol.

* Estrellas de neutrones: estrellas de masa muy grande y didme-
tro de tan solo 10 a 20 km. Su densidad es tal que imposibilita
la existencia de protones y electrones aislados.

* Agujeros negros: estrellas supermasivas. Los agujeros ne-
gros se forman cuando una estrella de gran masa sufre un
colapso gravitatorio. Mientras la estrella estd emitiendo luz
y calor se equilibra a si misma: la fuerza gravitatoria es con-
trarrestada por la fuerza hacia el exterior debida a la presion
térmica originada por las reacciones nucleares. Al consumirse
el combustible, esta fuerza equilibradora cesa y la estrella se
contrae de tal forma que se derrumba sobre si misma. Su cam-
po gravitatorio es tan intenso que la velocidad de escape es
superior a la de la luz. De un agujero negro no puede escapar
ni la materia ni la radiacién, excepto la radiacién de Hawking.

CUESTIONES

1> El origen y evolucion de las estrellas se basa en el principio
de conservacion:

a) De la energia; b) del momento angular; ¢) del momento
lineal.

2> Una gigante roja de radio R = 10° km y de velocidad angu-
lar o evoluciona durante millones de afios hasta conver-
tirse en una enana blanca de R = 5 - 10 km. Sefiala la/s
respuesta/s correcta/s:

a) Su densidad ha aumentado 8000 veces; b) o se
ha multiplicado por 40000; c¢) el momento angular
se ha dividido entre 19.

3> En el movimiento de la Tierra alrededor del Sol:

a) Se conserva el momento angular y el momento li-
neal; b) se conserva el momento lineal y el momento de
la fuerza; c) varia el momento lineal y se conserva el mo-
mento angular.

4> Un satélite gira alrededor de un planeta describiendo una
orbita eliptica, ¢cual de las siguientes magnitudes perma-
nece constante?

a) EL momento angular; b) el momento lineal; ¢) la energia
potencial.




UNiDAD 3. FUERzAS CENTRALES. COMPROBACION DE LA SEGUNDA LEY DE KEPLER

69

Problemas propuestos

Leyes de Kepler y drbitas. Velocidad areolar

1. Razona a partir de la sequnda ley de Kepler como cambia la
“Tlvelocidad de un planeta a lo largo de su orbita al variar
la distancia al Sol.

2. Una de las lunas de Japiter, Io, describe una érbita de radio
“Tlmedio 4,22 - 10® m y un periodo de 1,53 - 10°s.

a) Calcula el radio medio de otra de las lunas de Japiter,
Calixto, cuyo periodo es de 1,44 - 10°s.

b) Obtener la masa de Jupiter sabiendo que la constante de
gravitacion es: G=6,67 - 10 N m? kg2.
S:a) 1,88 -10°m; b) 1, 89 - 107 kg.

3. ;Cuanto vale en m?/s la velocidad areolar de la Tierra?
Datos: radio medio de la orbita terrestre 1,5 - 10™ m.
S:v,=2,2 - 10 m?/s.

4. Calcula el momento angular orbital de la Tierra si describe

una oOrbita circular alrededor del Sol de radio 1,5 - 10 m.
Datos: M; =6,0 - 10% kg.

S:L;r=2,7 - 10 kg m?/s.

Momento angular y movimiento planetario

5. Indica sobre la trayectoria de un planeta con 6rbita eliptica

“Tlalrededor del Sol, que ocupa uno de los focos, los puntos de

maxima y minima velocidad y los puntos de maxima y minima
energia potencial. Razona la respuesta.

6. Pluton recorre una 6rbita eliptica en torno al Sol situandose a

‘Oluna distancia r, = 4,4 - 10" m en perihelioy r,=7,4 - 10 m

en afelio. ;En cudl de esos dos puntos serd mayor la veloci-
dad de Plutén? Razona la respuesta.

S:v,=1,68 v,

7. Dos satélites absolutamente idénticos recorren o6rbitas alre-

‘T'ldedor de la Tierra. ;Cual de los dos se movera a mayor velo-

cidad, el de mayor o el de menor radio de drbita? Razona tu
respuesta.

8. Explica por qué los cometas que orbitan elipticamente alre-
‘Tldedor del Sol tienen mas velocidad cuando se encuentran
cerca que cuando se encuentran lejos del Sol, considerando

el caracter de fuerza central de la fuerza gravitatoria.

9. En su afelio, el planeta Mercurio esta a 6,99 - 10 km del
Sol, y en su perihelio queda a 4,63 - 10% km del mismo. Su
velocidad orbital es 3,88 - 10* m/s en el afelio. ;Cual es su ve-
locidad orbital en el perihelio? ;Qué excentricidad tiene la
orbita de Mercurio?

S:v=5,86 - 10° m/s; e = 0,203.

10. Considera una orbita eliptica alrededor de una estrella. La

‘Tldistancia desde la estrella hasta el punto mas alejado de la
orbita, llamado apoastro, es 1,2 veces la distancia al punto
mas cercano de la orbita, llamado periastro. Si la velocidad
de un cuerpo en esta orbita es 25 km/s en el periastro, ;cual
es su velocidad en el apoastro? Razona la respuesta.

S: v, =20,8 km/s.

11. Un cometa se mueve en una drbita eliptica alrededor del Sol.

“TExplica en qué punto de su orbita, afelio o perihelio, tiene
mayor valor: a) la velocidad; b) la energia mecanica; ¢) el
momento angular.

12. Los satélites Meteosat son satélites geoestacionarios situados
“Tsobre el ecuador terrestre, y con periodo orbital de un dia.

a) Suponiendo que la 6rbita que describen es circular y
poseen una masa de 500 kg, determina el médulo del
momento angular de los satélites respecto del centro de la
Tierra y la altura a que se encuentran estos satélites res-
pecto de la superficie terrestre.

b) Determina la energia mecanica de los satélites.

Datos: radio terrestre = 6,37 - 10° m;
masa de la Tierra = 5,97 - 10% kg;
constante de gravitacién universal = 6,67 - 107* N m? kg2.

S:a) |L| = 6,48 - 10® kg m? - s7%; b) E,, = 2,36 - 10° J.

13. Urano es un planeta que describe una 6rbita eliptica alrede-
“Tldor del Sol. Razona la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

a) El médulo del momento angular, respecto de la posicion
del Sol, en el afelio es mayor que en el perihelio y lo
mismo ocurre con el momento lineal.

b) La energia mecanica es menor en el afelio que en el peri-
helio y lo mismo ocurre con la energia potencial.

14. Un planeta orbita alrededor de una estrella de masa M. La
“Tlmasa del planeta es m = 10% kg y su orbita es circular, de
radio r = 10® km y periodo T = 3 afios terrestres. Determina:

a) La masa de la estrella.
b) La energia mecanica del planeta.

¢) El mdédulo del momento angular del planeta respecto al
centro de la estrella.

d) La velocidad angular de un segundo planeta que descri-
biese una érbita circular de radio igual a 2r alrededor de
la estrella.

Datos: constante de gravitacion universal 6 =6, 67 - 10" N
m? kg2 . Considera 1 afio terrestre = 365 dias.

S:a) M=6,61- 102 kg; b) E,=-2,2 - 10** J;
c) |L|=6,64 - 10%® kg m?/s; ® = 2,35 - 107 rad/s.

15. Un satélite artificial de 500 kg gira en una drbita circular a
1500 km de altura sobre la superficie terrestre. Calcula:

a) Su velocidad.
b) Su energia total.

¢) La energia necesaria para que, partiendo de esa 6rbita, se
coloque en otra orbita circular a una altura de 10000 km.

d) En el proceso, ;como cambia su momento angular?

Datos:radioterrestre=6,37 - 10°m; masadelaTierra: 5,98 - 10%kg;
constante G=6,67 - 107" N m? kg™,
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S:a)v=7620m/s; b) Er=-1,45 - 10" J; c) AE=8,41 - 10°J;
d) AL=1,43 - 10* kg - m?/s.

16. Un satélite de 1000 kg de masa describe una 6rbita circular
“©O'lde 1,2 - 10* km de radio alrededor de la Tierra. Calcula:

a) El médulo del momento lineal y el médulo del momento
angular del satélite respecto al centro de la Tierra. ;Cam-
bian las direcciones de estos vectores al cambiar la posi-
cion del satélite en su 6rbita? Explica por qué.

b) El periodo y la energia mecanica del satélite en la drbita.

Datos: masa de la Tierra M = 5,98 - 10% kg; constante de
gravitacion G = 6,67 - 10" N m? kg™.
S:a) |p| =576 - 10°kg m/s; |L| = 6,92 - 10" kg m/s;
b) T=3,63h; E,=-1,66 - 10 J.
17. Calcula el momento angular de Japiter suponiendo que tiene
“Tluna masa 315 veces la de la Tierra, que su radio de orbita

es 5,2 veces mayor que el radio de la orbita terrestre y el
periodo es 3,74 - 10%s.

Datos: My=6 - 10% kg; r,r=1,5 - 108 m.
S:L;=1,9 - 10¥ kg m?/s.

18. Supongamos que por alguna razén la Tierra se contrae de modo
que su radio se transforma en la mitad del que tiene ahora.
¢Cambiaria su velocidad de traslacién alrededor del Sol?

19. La distancia maxima desde la Tierra hasta el Sol es

“©11,521 - 10" m, y su maxima aproximacion es 1,471 - 10 m. La
velocidad orbital de la Tierra en perihelio es 3,027 - 10 m/s
(Fig. 3.26). Calcula:

a) La velocidad orbital en el afelio.
b) La excentricidad de la érbita de la Tierra.

S:a)v=2,927-10m/s; b) e =0,017.

Fig. 3.26. Orbita de la Tierra.

20. ;Es constante el médulo de la velocidad de traslacion de los
planetas? ;Por qué? ;En qué caso este modulo seria constante?

21. Un satélite de la Tierra describe una orbita eliptica. Las
‘Oldistancias maxima y minima a la superficie de la Tie-
rra son 3200 km y 400 km, respectivamente. Si la veloci-
dad maxima del satélite es 5250 m/s, halla la velocidad del
satélite en los puntos de maximo y minimo acercamiento.

Datos: Ry = 6,4 - 10° m.
S: 5250 m/s; 3719 m/s.

22. Dibuja la 6rbita eliptica de un planeta alrededor del Sol y las
“Tlfuerzas que intervienen en el movimiento de aquel, asi como
la velocidad del planeta en diversos puntos de su 6rbita.

23. Dos planetas de masas iguales orbitan alrededor de una

“Tlestrella de masa mucho mayor. EL planeta 1 se mueve en una
orbita circular de radio 1,00 - 10" m y periodo 2 afios exac-
tos. El planeta 2 se mueve en una 6rbita eliptica, siendo su
distancia en la posici6on mas préxima a la estrella 10" m y en
la mas alejada 1,8 - 10 m.

a) ¢Cual es la masa de la estrella?
b) Calcula el periodo de la 6rbita del planeta 2.

¢) Utilizando los principios de conservacion del momento
angular y de la energia mecanica, halla la velocidad del
planeta 2 cuando se encuentra en la posicién mas cercana
a la estrella.

S:a) m=1,49-10% kg; b) T=3,4 afos; ¢) v=1,16 - 10* m/s.

24.Se ha lanzado un satélite en una direccion paralela a la
“Tlsuperficie de la Tierra con una velocidad de 36900 km/h
desde una altitud de 500 km para situarlo en un apogeo de
66700 km (medido desde el centro de la Tierra). ;Qué veloci-
dad tiene el satélite en esa posicion? Datos: R; = 6,4 - 10° m.

S:v=3817 km/h.

25. ;Qué puntos de la superficie terrestre tienen momento angu-
lar cero respecto del centro de la Tierra en el movimiento de
rotacion de esta?

26. Suponiendo que la 6rbita de la Luna en torno a la Tierra tiene
“Tlun radio de 3,84 - 10° km con un periodo de 27,3 dias y que
su masa es 0,012 veces la de la Tierra, calcula el momento
angular de la Luna respecto del centro de la Tierra. Datos:
M;=6,0 - 10% kg.
S: L[, =2,8-10% kg m?/s.
27. Durante el vuelo Apolo XI, el astronauta M. Collins gird en
“Tltorno a la Luna, en un médulo de mando, sobre una drbita
aproximadamente circular. Suponiendo que el periodo de

este movimiento fuera de 90 minutos exactos y que su orbita
estuviera a 100 km por encima de la superficie lunar, calcula:

a) La velocidad con que recorria la 6rbita.

b) Su momento angular respecto del centro del satélite,
suponiendo que la masa del astronauta fuera de 80,0 kg.

Datos: R, = 1,738 - 10% m.
S:a)v=2,139-10*m/s; b) L = 3,13 - 10" kg m?/s.

28. Un satélite artificial gira en torno a la Tierra describiendo
una orbita eliptica cuya excentricidad es 0,2. Si en el peri-

geo dista del centro de la Tierra 7,2 - 10° m, ;a qué distancia
estara en el apogeo?

S:d=1,08-10" m.
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Cuestiones basicas

Fuerza central es aquella fuerza cuya direccién pasa por el
mismo punto, independientemente de la posicién de la parti-
cula sobre la cual actda.

Momento de torsion de una fuerza con respecto a un punto,
M, es el producto vectorial del vector r que une el punto con el
punto de aplicacion de la fuerza y el vector F.

M=FxF
Su modul 0es igual a M = Fr sen ¢, donde ¢ es el angulo for-
mado por 'y F.

EL momento de torsién asociado a una fuerza central es siempre
cero (0 bien es 180°), puesto que lo es el angulo formado por
ry F.

Momento de torsién

Momento de torsi6n

Velocidad areolar es la cantidad de area barrida por el radio
vector de una particula por la unidad de tiempo. Es igual a:

1 -5 1
E|r><v|=—rvsenot

De la expresion de la velocidad areolar se deduce que:
r1 Vl = rz V2

Segln la segunda ley de Kepler se cumple que L es constante,
por lo que toda particula que se mueva bajo una fuerza central
lo hace con una velocidad areolar constante.

La posicion mas proxima de un planeta al Sol se llama perihe-
lio y la mas alejada afelio.

M=0

M=Frsen ¢

Momento angular de una particula con respecto a un punto,
[, es el producto vectorial del vector r (que une el punto con
el punto de aplicacién de p) y el vector p.

[=Fxp=m(FxV)
Su médulo es L = m v r sen 3, donde B es el angulo formado
porryv.

El momento de la fuerza que actdia sobre una particula es
igual a la variacion del momento angular de dicha particula.
v _d('xp) _dr xﬁ+7xd—p=
dt dt dt dt

- - > —
=VXMV+rxF=0+rxF=rxF=M

En ausencia de momentos de torsion exteriores, el momento an-
gular de un sistema permanece constante.

Momento angular L = constante

Momento angular L=mvrsenf

Se llama excentricidad de una orbita, e, al cociente entre la
distancia focal y el radio mayor de la érbita:

Ry Ry
- Rafelio - Rpen'helio

Rafelio + Rperihelio
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—=| Lee

En la fase de lectura, el
estudiante es guiado a través
del texto para que lea de

una manera adaptada a sus
necesidades. En SmartBook® el
estudiante tiene acceso al texto
completo, pero se le mostraran
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Las areas resaltadas del texto
van variando en funcion de sus
respuestas en la parte practica,
subrayando nuevos temas y
conceptos de mas nivel, una vez
que el estudiante ha demostrado
el dominio de los conceptos

esenciales del tema.




Practica

En la fase de practica, los estudiantes
afianzan lo aprendido hasta el momento

realizando una serie de actividades de

diversa tipologia.

Antes de responder, se pedira al estudiante

que evalte el grado de seguridad sobre sus conocimientos:

Sé la respuesta No estoy seguro m

En funcién de las respuestas a esas preguntas, el grado de sequridad que establezcan y
otros datos que va recogiendo el sistema mientras los estudiantes trabajan, SmartBook®
ira ajustando el camino de aprendizaje de cada estudiante adaptandolo a su ritmo y

necesidades y determinando cual sera la siguiente pregunta.

— | ¢ )__=__

Lee Practica

De vuelta en |a fase Lee, el estudiante se encontrara con nuevas partes del texto
resaltadas en amarillo, que indican el nuevo contenido a estudiar, y otras resaltadas en
verde, que son los temas o conceptos que el estudiante ha demostrado que domina al

responder correctamente a las preguntas en la fase de practica.

Subrayado amarillo: muestra el contenido que es importante para el estudiante en este
momento.
Subrayado verde: muestra el contenido que el estudiante ha demostrado que domina

realizando preguntas en la fase de practica.
La mejor manera de estudiar con SmartBook® es ir pasando de una fase a otra hasta

completar la unidad. La propia herramienta ayudara al estudiante a identificar cuando ha
llegado el momento de cambiar de fase.

05( Repasa . -

Para asegurar el dominio de los

temas y la retencion a largo plazo
de los conceptos aprendidos, en
esta fase el estudiante repasa en
forma de actividades el contenido
importante que el sistema ha
identificado que es mas probable

que olvide.
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Integra SmartBook® en tu curso
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... antes de ir a clase

Puedes decir a tus alumnos que estudien con SmartBook® antes de ir a clase. Asi, podras basar tus clases
en los datos que obtengas con la herramienta.

... como deberes

Puedes presentar el contenido en clase y después, a modo de deberes, decirles que estudien el tema con
SmartBook®. Posteriormente, en funcién de los datos que obtengas sobre el progreso, las fortalezas
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examen. Si tienen examen de final de curso, recuerda a tus alumnos que utilicen reqularmente la fase
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los astros
b la Tiamirs

Si tus alumnos tienen dificultades para acceder a Internet, una buena solucién puede
ser dedicar periddicamente tiempo de clase a SmartBook® en el aula de informatica.
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